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关于 Schur-Froben ius 求逆公式的一般化
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摘　要　对于 (1, ⋯, i) 2逆诸情形, 本文证得了非交换主理想整环 R 上分块矩阵的

Schur2F robenius 求逆公式的一般化定理, 进而将广义 Schur 补的 H aynswo rth 商公式开拓到

R 上.
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关于复分块矩阵的 Schu r2F roben iu s 求逆公式[ 1, 2 ]

A B

C D

- 1

=
A - 1+ A - 1B (D - CA - 1B ) - 1CA - 1 - A - 1B (D - CA - 1B ) - 1

- (D - CA - 1B ) - 1CA - 1 (D - CA - 1B ) - 1
,

文[3- 5 ]对 (1) 2逆, (1, 2) 2逆,M oo re2Pen ro se 逆诸情形作了推广. 注意到这些推广有一个重要

的条件: 分块矩阵的关于广义 Schu r 补的秩可加性条件成立. 因此, 在文[ 6, 7 ]基础上, 本文证

得了这些推广在非交换主理想整环 R 上的开拓, 并利用此也将广义 Schu r 补的 H ayn sw o rth

商公式[ 8- 10 ]推广到R 上.

本文约定, R 是一个非交换主理想整环[ 11, 12 ]
. R 上矩阵及其广义逆的术语、记号如[ 6, 7 ]所

述. 特别地, 设A ∈R
m ×n ,

M =
A B

C D
∈R

(m + s)× (n+ t). (1)

若A (D ) von N eum ann 正则,A
(1)∈A {1} (D

(1) ∈D {1}) , 则称D - CA
(1)

B (A - B D
(1)

C )为M 中

A (D )关于A
(1) (D

(1) )的广义 Schu r 补, 记作 (M öA ) A
(1) ( (M öD ) D

(1) ) , 简记为M öA (M öD ).

现在, 我们来阐述 R 上分块矩阵的 Schu r2F roben iu s 求逆公式的一般化.

定理1　设M 如 (1) 所示,M , A 皆 von N eum ann 正则,A
(1) ∈A {1},M öA = D - CA

(1)
B 也

正则; 又设

N =
A

(1) + A
(1)

B (M öA ) (1)
CA

(1) - A
(1)

B (M öA ) (1)

- (M öA ) (1)
CA

(1) (M öA ) (1) , (2)

其中 (M öA ) (1)∈ (M öA ) {1}, 那么

( i)　N ∈M {1}, 当且仅当以下秩可加性条件成立:

R ankM = R ankA + R ankM öA , (3)
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即

( Im - A A
(1) )B ( I t - (M öA ) (1)

M öA ) = 0,

( I s - (M öA ) (M öA ) (1) )C ( I n - A
(1)

A ) = 0,

( Im - A A
(1) )B (M öA ) (1)

C ( I n - A
(1)

A ) = 0;

(4)

　　 ( ii)　若N ∈M {1}, 则N ∈M {1, 2}, 当且仅当A
(1) ∈A {1, 2}, 且 (M öA ) (1) ∈ (M öA ) {1,

2}.

证明　对M N M 计算、整理知道N ∈M {1}, 当且仅当 (4) 成立. 于是, 由 [ 6 ]推论3及其证

明知道 ( i)正确.

又计算N M N , 易证 ( ii)的充分性成立, 并且当N ∈M {1, 2}时, 有

(M öA ) (1) ( I s - (M öA ) (M öA ) (1) ) (1) ) - (M öA ) (1)
CA

(1) ( Im - A A
(1) )B (M öA ) (1) = 0, ①

(M öA ) (1)
CA

(1) ( Im - A A
(1) ) + (M öA ) (1)

CA
(1) ( Im - A A

(1) )B (M öA ) (1)
CA

(1)

　 + ( (M öA ) (1) - (M öA ) (1) (M öA ) (M öA ) (1) )CA
(1) = 0, ②

A
(1) ( Im - A A

(1) ) + A
(1)

B (M öA ) (1)
CA

(1) ( Im - A A
(1) )

　 + A
(1)

B ( (M öA ) (1) - (M öA ) (1) (M öA ) (M öA ) (1) )CA
(1)

　 + ( I n + A
(1)

B (M öA ) (1)
C )A

(1) ( Im - A A
(1) )B (M öA ) (1)

CA
(1) = 0. ③

注意到 I s- (M öA ) (M öA ) (1)是幂等矩阵, 将①右乘之, 则由 (4) 得到 (M öA ) (1) ∈ (M öA ) {1, 2}.

于是, 将②右乘以 Im - A A
(1) , 则得

(M öA ) (1)
CA

(1) ( Im - A A
(1) ) = 0.

又③右乘以 Im - A A
(1) , 并注意到由①, ②所得的结果, 则有A

(1) ∈A {1, 2}, 故 ( ii)成立. 证毕.

定理2　设R 带有对合反自同构 Ρ,M ,N 同定理1所设, 那么

( i)　M {1, 4}≠Á , 且N ∈M {1, 4}, 当且仅当

A {1, 4} ≠ Á , 且A
(1) ∈A {1, 4},

(M öA ) {1, 4} ≠ Á , 且 (M öA ) (1) ∈ (M öA ) {1, 4},

R ank
A

C
= R ankA ,

R ank
B

D
= R ank (M öA ) ;

(5)

　　 ( ii)　M {1, 3}≠Á , 且N ∈M {1, 3}, 当且仅当

A {1, 3} ≠ Á , 且A
(1) ∈A {1, 3},

(M öA ) {1, 3} ≠ Á , 且 (M öA ) (1) ∈ (M öA ) {1, 3},

R ank (A ,B ) = R ankA ,

R ank (C ,D ) = R ank (M öA ) ;

(6)

　　 ( iii)　M 的M oo re2Pen ro se 逆存在, 且N = M
+ , 当且仅当
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A + 存在, 且A
(1) = A + ,

(M öA ) + 存在, 且 (M öA ) (1) = (M öA ) + ,

R ank (A ,B ) = R ank
A

C
= R ankA ,

R ank (C ,D ) = R ank
B

D
= R ank (M öA ).

(7)

　　证明　若 (5)成立, 注意到

Im 0

- CA
(1)

I s

B

D
=

B

M öA
,

则由[6 ]引理2、定理1知道

C ( I n- A
(1)

A ) = 0, B ( I t- (M öA ) (1)
M öA ) = 0.

于是 (4)成立, 即有N ∈M {1}; 并且此时经计算有

N M =
A

(1)
A 0

0 (M öA ) (1) (M öA )
,

故N ∈M {4}, 充分性得证.

反之, 则 (4)成立; 且由 (N M ) 3 = N M , 经计算得到

A
(1)

A - A
(1)

B (M öA ) (1)
C ( I n - A

(1)
A )

　 = A 3 (A (1) ) 3 - ( I n - A 3 (A (1) ) 3 )C 3 ( (M öA ) (1) ) 3 B 3 (A (1) ) 3 , ④

A
(1)

B ( I t - (M öA ) (1)
M öA ) = ( I n - A 3 (A (1) ) 3 )C 3 ( (M öA ) (1) ) 3 , ⑤

(M öA ) (1)
C ( I n - A

(1)
A ) = ( I t - (M öA ) 3 ( (M öA ) (1) ) 3 )B 3 (A (1) ) 3 , ⑥

(M öA ) (1) (M öA ) = (M öA ) 3 ( (M öA ) (1) ) 3 . ⑦

由⑦知道 (M öA ) (1)∈ (M öA ) {1, 4}. 又将⑥右乘以 ( I n- A
(1)

A ) 3 , 并注意到 (4) , 则

(M öA ) (1)
C ( I n - A

(1)
A ) ( I n - A

(1)
A ) 3 = 0. ⑧

于是, 将④右乘以 ( I n- A
(1)

A ) 3 , 则得

A
(1)

A - A
(1)

A A
3 (A

(1) ) 3 = 0.

类似地, 将④, ⑤分别左乘以 I n- A
(1)

A , 则得

A
3 (A

(1) ) 3 - A
(1)

A A
3 (A

(1) ) 3 = 0.

故 (A
(1)

A ) 3 = A
(1)

A , 即A
(1)∈A {1, 4}. 于是, 由⑧得到

(M öA ) (M öA ) (1)
C ( I n - A

(1)
A ) = 0. ⑨

此时, 将⑨与 (4)的第二式相加, 得

C ( I n- A
(1)

A ) = 0.

从而由[6 ]定理1知道R ank
A

C
= R ankA .

再注意到 R ank
B

D
= R ank

B

M öA
, 类似可证R ank

B

D
= R ank (M öA ). 故必要性正确.

( i)得证.

类似 ( i)的证明可证 ( ii)成立.

由上及定理1知道 ( iii)正确. 证毕.
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注意其“对偶性”, 还可得到定理1, 2的“对偶”结果. 例如:

设 R ,M 如定理2所述, D ,M öD = A - B D
+

C 的M oo re2Pen ro se 逆皆存在, 那么M
+ 存在,

且

M + =
(M öD ) + - (M öD ) + B D +

- D + C (M öD ) + D + + D + C (M öD ) + B D +
, (8)

当且仅当

R ank (C ,D ) = R ank
B

D
= R ankD ,

R ank (A ,B ) = R ank
A

C
= R ank (M öD ).

　　注意到M oo re2Pen ro se 逆的唯一性, 由定理2 ( iii)易得

推论1　R ,M 同定理2所设,A ,M öA = D - CA
+

B 的M oo re2Pen ro se 逆皆存在. 若

R ank (A ,B ) = R ank
A

C
= R ankA ,

R ank (C ,D ) = R ank
B

D
= R ank (M öA ) ,

则M
+ 存在, 且M

+ 中 (M öA ) + 关于M öA 的广义 Schu r 补M
+ ö(M öA ) + = A

+ , 即

(M + ö(M öA ) + ) + = A . (9)

　　推论2　若R = K 是一个对合体[ 13 ]
, K 上矩阵

m 　　n

M =
A B

C D
=

E 3 E E 3 F

GE D

m

t
.

若R ankE
3

E = R ankE E
3 = R ankE , 则广义 Schu r 补M öA 是唯一确定的, 且

R ankM = R ankA + R ank (M öA ).

于是如 (2)所示之N ∈M {1}.

证明　注意其秩条件, 由 [ 14 ]定理2, 3知道 (E
3

E ) (1)
E

3 ∈E {1, 2, 3}, E
3 (E E

3 ) (1) ∈E {1,

2, 4}. 于是, 注意到[14 ]定理5, 有

E (E
3

E ) (1)
E

3 = E E
3 (E E

3 ) (1)
E (E

3
E ) (1)

E = E E
+ .

所以, ΠA
(1)∈A {1}, 广义 Schu r 补

M öA = D - CA
(1)

B = D - GE (E
3

E ) (1)
E

3
F = D - GE E

+
F

是唯一确定的; 并且

A A
(1)

B = E
3

E (E
3

E ) (1)
E

3
F = E

3
E E

+
F = E

3
F = B ,

CA
(1)

A = GE (E
3

E ) (1)
E

3
E = GE E

+
E = GE = C.

于是 (4)成立. 所以由定理1可得本推论正确. 证毕.

若推论1, 2中的R 皆为 p 2除环[ 15 ] , 则推论1中的矩阵的M oo re2Pen ro se 逆存在性的假设与

推论2中的秩条件R ankE
3

E = R ankE E
3 = R ankE 均可省去. 此外, 由定理2与 (8)还有

定理3　设R = K 是一个 p 2除环,M 如 (1)所示. 若
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R ank (A ,B ) = R ank
A

C
= R ankA = R ank (M öD ) ,

R ank (C ,D ) = R ank
B

D
= R ankD = R ank (M öA ) ,

则

M + =
(M öD ) + - A + B (M öA ) +

- D + C (M öD ) + (M öA ) +
.

　　最后考虑定理1的一个应用, 今将广义 Schu r 补的商公式推广到非交换主理想整环上.

定理3　设R 上的分块矩阵

n1　n2 t

M =
A B

C D
=

E F B 1

G H B 2

C 1 C 2 D

m 1

m 2

s

, (10)

其中 E ,A ,A öE = H - GE
(1)

F 皆正则. 若

R ank (A ,B ) = R ank
A

C
= R ankA , (11)

R ank (E , F ) = R ank
E

G
= R ankE , (12)

那么

R ank (E , F ,B 1) = R ank

E

G

C 1

= R ankE , (13)

并且广义 Schu r 补M öA ,A öE 与M öE 都是唯一确定的, 且有H ayn sw o rth 商公式

M öA = (M öE ) ö(A öE ). (14)

　　证明　由 (11)与[6 ]定理1得到B = A A
(1)

B , C = CA
(1)

A , 其中A
(1)∈A {1}. 于是

B 1= (E , F )A
(1)

B , 　C 1= CA
(1) E

G
.

从而由[6 ]秩的定义及引理3知道

R ank (E , F ,B 1) = R ank ( (E , F ) , (E , F )A
(1)

B ) = R ank (E , F ) ,

R ank

E

G

C 1

= R ank

E

G

CA
(1) E

G

= R ank
E

G
.

因此, 由 (12)知道 (13)成立.

又ΠA
(1) ,A

- ∈A {1}, 由上有

　　　 (M öA ) A
(1) = D - CA

(1)
B = D - CA

(1)
A A

(1)
A A

(1)
B

= D - CA
(1)

A A
-

A A
(1)

B = D - CA
-

B = (M öA ) A - ,

即M öA 是唯一确定的. 类似地, 利用 (12) , (13)可证A öE ,M öE 是唯一确定的.
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由 (12) , (13)与[6 ]定理1知道

M =

E EL ES

P E H B 2

Q E C 2 D

,

其中L , S , P ,Q 均为R 上相应的矩阵. 于是

M öE =
H B 2

C 2 D
-

P E

Q E
E

(1) (EL , ES ) =
A öE B 2 - P ES

C 2 - Q EL D - Q ES
.

所以

(M öE ) ö(A öE ) = D - Q ES - (C 2 - Q EL ) (A öE ) (1) (B 2 - P ES ).

又

M öA = D - (Q E , C 2)
E EL

P E H

(1) ES

B 2

, βκ

且由 (12)及 E ,A öE 之正则知道: 对于
E F

G H
, 定理1 (i)的条件成立. 于是有

E EL

P E H

(1)

=
E

(1) 0

0 0
+

E
(1)

EL

- I n1

(A öE ) (1) (P E E
(1) , - Im 1

).

从而注意到广义 Schu r 补的唯一性, 将此代入βκ可得 (14)成立. 证毕.
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On Genera l iza tion of Schur-Froben ius′s Form ula for
Inverse M atr ix of Partit ioned M atr ices

Z huang W aj in
(Zhangzhou N o rm al Co llege, Fujian 363000)

Abstract

L et R be a non2comm u ta t ive p rincipa l idea l dom ain. A genera lized theo rem on Schu r2
F roben iu s′s fo rm u la of inverse m atrix in R is p roved, and the H ayn sw o rth′s quo t ien t fo rm u la

of a genera lized Schu r com p lem en t is genera lized to R .

Keywords　non2comm u ta t ive p rincipa l idea l dom ain, von N eum ann regu lar m atrix, genera l2
ized Schu r com p lem en t, Schu r2F roben iu s′s fo rm u la of inverse m atrix, H ayn sw o rth′s quo2
t ien t fo rm u la.
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