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仿射李代数B ∞的顶点表示
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摘　要　本文通过一类顶点算子给出了完备无限秩仿射李代数B ∞的水平为2的不可

约最高权表示.
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1　引　言

仿射李代数表示理论的一个重要内容就是寻找仿射李代数的不可约最高权表示的具体实

现, 这类表示在数学和其它学科中都有着广泛的应用, 尤其是仿射李代数的顶点表示的结果已

在方程和量子力学等理论中得到直接的应用. [ 1 ], [ 2 ]及 [ 3 ]分别用不同的顶点算子构造了

AD E 型仿射李代数的水平为1的不可约可积表示. [ 4 ]用顶点算子构造了B
(1)
l , C

(1)
l , G

(1)
2 , F

(1)
4 的

一类水平为1的顶点表示, 而[5 ]与[6 ]通过引入与[4 ]不同的顶点算子构造了这四种李代数的

一类水平为1的不可约最高权表示. [ 7 ]构造了完备无限秩仿射李代数A ∞与B ∞的水平为1的

主顶点表示. 本文是在[7 ]的基础上构造了B ∞的水平为2的不可约最高权表示.

2　预备知识

设A 为复数域C 上一个型如X ∞ = A ∞ 或B ∞ 的无限仿射矩阵, g′(A ) 为相应于A 的无限

秩仿射李代数, H 为g′(A ) 的Cartan 子代数, ∃ 及0 = {Αiû i∈ I Α Z}分别为其根系和单根系,

其中Z 为整数集合, ∃∨ 及 0 ∨= {Α∨
i û i ∈ I Α Z} 表示其对偶根系和单上根系. 则当A = A ∞ 时,

I = Z; 当A = B ∞ 时, I = Z+ , Z+ 为非负整数集合.

令g l∞ = { (a ij ) i, j∈Zûa ij ∈C , 且当 û i - j û 充分大时 a ij = 0}, 则g l∞ 关于通常矩阵的换位运

算作成一个李代数.

令X{ ∞ = {u = ∑
Α

aΑeΑûaΑ∈C , eΑ∈ g′(A ) Α, 且集合{ j ûh tΑ= j , aΑ≠ 0} 是有限的}, 则X{ ∞

为g l∞ 的子代数, g′(A ) 为X{ ∞ 的子代数. 在g l∞ 中有一个 22上循环:

Ω(E ij , E j i) = - Ω(E j i, E ij ) = 1, 若 i ≤ 0, j ≥ 1,

其余情形 Ω(E ij , E m n) = 0.

仍然以 X ∞ = X{ ∞ Ý Cc 表示X{ ∞ 的中心扩张, X ∞ 中的换位运算为:
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[a + Κcb + Λc ] = ab - ba + rΩ(a , b) c,

其中 a , b ∈X{ ∞, Κ, Λ∈C , 且当A = A ∞ 时, r = 1, 当A = B ∞ 时, r =
1
2

. X ∞ 称为完备无限秩

仿射李代数.

记∏
i∈I

CΑ∨
i 为子空间 u i = CΑ∨

i 的直积, 则H
� = ∏

i∈I

CΑ∨
i + Cc 为X ∞ 的子代数, 称为X ∞ 的

Cartan 子代数. 0�∨
= {Αυ∨

0 = Α∨
0 + c, Αυ∨

i = Α∨
- i, i ∈ I , i ≠ 0} 为X ∞ 的单上根系.

3　 顶点表示

设V = C [x 1, x 2, ⋯ ], 即V 为复数域上的一个多项式空间,V� 为V 的形式完备化. 设 u , v 为

两个独立复参数, 定义V� 上的算子如下:

X (u , v ) =
u

u - v
exp (∑

j≥1

(u
j

- v
j ) x j ) exp (- ∑

j≥1

1
j

(u
- j

- v
- j ) 5

5x j
) -

u
u - v

,

将X (u , v ) 分解为 X (u , v ) = ∑
i, j∈Z

u
i
v

- j
X ij , 则X ij 为V 上的算子, 称为V 的主顶点算子.

为区别于B ∞, 记A ∞ 的中心为 c0, 即A ∞ = Aϖ∞ Ý Cc0.

引理 3. 1
[ 7 ]　设 End (V ) 为V 上所有的线性变换作成的李代数, 定义A ∞ 到 End (V ) 的线

性映射 Π0:

　Π0 (E ij ) = X ij , i ≠ j , i, j ∈ Z; Π0 (E ii - E j j ) = X ii - X j j , i, j ∈ Z; Π0 (c0) = id.

则 (Π0,V ) 为A ∞ 的一个不可约最高权表示, 且V = L (+ 0) , 其中+ 0 为A ∞ 的Cartan 子代数上的

线性函数, 满足 + 0 (Αυ∨
0 ) = 1, + 0 (Αυ∨i ) = 0, i ∈ Z , i ≠ 0.

由于Bϖ∞ Α Aϖ∞, 定义B ∞ 到A ∞ 的线性映射 Θ: Θ(x ) = x , 对 x ∈Bϖ∞, Θ(c) = 2c0.

引理 3. 2　Θ为李代数B ∞ 到A ∞ 的一个单射同态.

定理 1　B ∞ 到 End (V ) 的线性映射 Π: Π(x ) = Π0 (Θ(x ) ) , 　x ∈B ∞ 给出了B ∞ 的一个可

积表示 (Π,V ).

4　 权系分解

本节证明了V 是B ∞ 的水平为 2 的不可约最高权模.

设A 为一个无限仿射矩阵, g′(A ) 为相应于A 的无限秩仿射李代数,L (+ ) 为 g′(A ) 的一

个以 + 为最高权的不可约最高权模, 将L (+ ) 分解为权子空间之直和, 即

L (+ ) = Ý
Κ∈P

L (+ ) Κ, 　P 为权系,

则 Κ≤ + , 即 + - Κ= ∑
i∈I

k iΑi, 且 k i ≥ 0.

若 Κ= + - ∑
i∈I

k iΑi 为一个权, 定义

degΚ= ∑
i∈I

k i, (4. 1)

令

L (+ ) j = Ý
degΚ= j

L (+ ) Κ, (4. 2)

则
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L (+ ) = Ý
j∈Z+

L (+ ) j.

定义　dim qL (+ ) = ∑
j∈Z+

dim (L (+ ) j ) q
j
, d im qL (+ ) 称为L (+ ) 的 q2维数.

引理 4. 1[ 7 ]　设L (+ ) 为 g′(A ) 的一个不可约最高权模, 则

d im qL (+ ) = ∏
Α∈∃∨+

(1 - q
〈++ Θ, Α〉

1 - q
〈Θ, Α〉 )m ultΑ

.

引理 4. 2　设L (+ 0) 为g′(A ∞) 的以+ 0 为最高权的不可约最高权模,L (2+ 0) 为g′(B ∞) 的

以 2+ 0 为最高权的水平为 2 的不可约最高权模, 则

dim qL (+ 0) = ∏
j≥1

(1 - q
j )

- 1
, d im qL (2+ 0) = ∏

j≥1

(1 - q
j )

- 1
.

其中 + 0 ∈H 3 , 满足 + 0 (Α∨
0 ) = 1, + 0 (Α∨

i ) = 0, i ∈ I , i ≠ 0.

设V = C [x 1, x 2, ⋯ ], 对 x j ∈V , 定义 degx j = j , 若 v = x
k1
i1

x
k2
i2
⋯x

kn
in

, 则 degv = ∑
n

s= 1
k s is, 令

V ( j ) 为由满足 degv = j 的元素 v 生成的子空间, 则

V = Ý
j∈Z+

V ( j ). (4. 3)

(4. 3) 称为V 的一个分次. V 的一个子空间W 称为可分次的, 如果有W = Ý
j∈Z+

(W ∩V ( j ) ).

定义

ChqV = ∑
j∈Z+

dimV ( j ) q
j
. (4. 4)

由引理 2. 1,V 为A ∞ 的一个基础模, 即V = L (+ 0). 从 (4. 1) 和 (4. 2) 可得到

V ( j ) = L (+ 0) j , d im qL (+ 0) = ChqV .

易知 1 ∈V 为B ∞ 的相应于最高权 2+ 0 的最高权向量, 设W 为以 1 为最高权向量的V 的

最高权子模, 这里 + 0 满足 + 0 (c) = 1, + 0 (Α∨
i ) = 0, i ∈ I , c 为B ∞ 的中心. 由定理 1,W 为一个可

积模, 所以W 是B ∞ 的一个不可约最高权模, 即W = L (2+ 0).

定理 2　1)　V 作为B ∞2模是可对角化的.

2)　V = W Ý W 1,W 1 也为V 的子模.

3)　W 和W 1 都是可分次的, 且ChqW = dim qL (2+ 0).

证明　当A = A ∞ 时, 记 g′(A ) 的Cartan 子代数为H 0, 当A = B ∞ 时, 记 g′(A ) 的Cartan

子代数为H 1. V 作为一个A ∞2模, 有权空间分解

V = Ý
Κ

V Κ.

设 Κ0 = + 0 - ∑
i∈Z

k iΑi 为一个权, v 0 为相应的一个权向量, 则

Π0 (h ) v 0 = Κ0 (h ) v 0, 　Π h ∈H 0 (4. 5)

Π0 (c0) v 0 = Κ0 (c0) v 0 = v 0.

由于H 1 Α H 0, 且当 i ≥ 1 时, 限制在H 1 上有Α- i = Αi- 1, 所以∑
i∈Z

k iΑi = ∑
i≥0

k iΑi + ∑
i≥1

k - iΑi- 1 在

H 1 上成立. 令

Κ1 = 2+ 0 - ∑
i≥0

k iΑi - ∑
i≥1

k - iΑi- 1, (4. 6)

—124—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



其中 Αi ∈ I 为 g′(B ∞) 的单根, + 0 (c) = 1, + 0 (Α∨
i ) = 0, i ∈ I. 则有

Π(h ) v 0 = Κ1 (h ) v 0, 　Π h ∈H 1 (4. 7)

Π(c) v 0 = Κ1 (c) v 0 = 2v 0.

因此作为B ∞2模,V 中向量 v 0 为相应于权Κ1 的一个权向量, 所以V 可对角化, 且对每个权Κ, 都

有 Κ≤ 2+ 0.

因V 为可积模, 且由 1) V 可对角化, 所以 2) 成立.

因为V 是可对角化的, 所以由[7 ] 性质 1. 5 得到W 和W 1 都是可分次的. 根据 (4. 5)— (4.

7) 有 degΚ0 = degΚ1. 所以L (2+ 0) j = W ( j ) , 3) 成立.

推论　 (Π,V ) 为完备无限秩仿射李代数B ∞ 的一个水平为2的不可约最高权表示, 且V =

L (2+ 0).
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The Vertex Represen ta tion of Aff ine L ie A lgebra B ∞

J iang Cu ibo
(D ep t. of M ath. , Yantai T eachers′Co llege, Shandong 264025)

M eng D aoj i
(N ankai Inst. of M ath. and D ep t. of M ath. , N ankai U niversity, T ian jin 300071)

Abstract

T he level 2 irreducib le h ighest w eigh t m odu le of com p leted infin ite rank affine L ie a lge2
b ra B ∞ is g iven, on the basis of the vertex rep resen ta t ion of A ∞ .

Keywords　 level, vertex opera to r, com p leted infin ite rank affine L ie a lgrb ra, irreducib le

h ighest w eigh t m odu le.
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