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半质环的几个交换性定理
Ξ

郭　华　光
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摘　要　本文得到了关于半质环的几个交换性定理, 推广了文献[ 2 ]和文献[ 3 ]中的

有关结果.
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一

在本文中以R 表示结合环 (不要求有单位元 1) , Z (R ) 表示R 的中心, [x , y ] = x y - y x.

邱琦章[ 2 ] 证明了下面的定理:

设 R 是有单位元 1 的半质环, 那么 R 是可换环, 如果对任意 x , y ∈ R , 存在正整数 n =

n (x ) (或 n = n (y ) ) , 使得[ (x y ) n , (y x ) n ] = 0.

将以上定理中有单位元的条件去掉, 对指数 n 作了一些变动, 得到以下定理:

定理 1　设R 是半质环, l 是一个固定的自然数, 若对任意 x , y ∈R , 均有正整数 n = n (x ,

y ) ≤ l,m = m (x , y ) ≤ l, 使得[ (x y ) n
, (y x )m

] ∈ z (R ) , 那么R 是交换环.

证明　邱琦章指出[ 1 ]

设R 是结合环, 若对任意 x , y ∈R , 存在正整数 n = n (x , y ) ,m = m (x , y ) , 使得

[ (x y ) n
, (y x ) m

] ∈ Z (R ) ,

则R 的换位子理想是诣零理想.

所以, 只要证明满足定理 1 条件的半质环没有非零的幂零元即可.

设 a ∈R , a2 = 0, 任取 r ∈R. 令 x = a r + a ra , y = a r, 由定理条件知, 有正整数 n = n (x ,

y ) ≤ l,m = m (x , y ) ≤ l, 使

(x y ) n (y x ) m
- (y x ) m (x y ) n ∈ Z (R ). (1)

利用 a2 = 0 进行计算, 注意到

(a r (a r + a ra) )m
= ( (a r) 2

+ (a r) 2
a)m

= (a r) 2m
+ (a r) 2 (m - 1) (a r) 2

a = (a r) 2m
+ (a r) 2m

a.

于是 (1) 式可展开化简为 (a r) 2 (n+ m )
a ∈ Z (R ). 由此得

(a r) (a r) 2n+ 2m
a = (a r) 2n+ 2m

a (a r) = 0,

进一步有
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(a r) 2n+ 2m + 2
= 0　 (2n + 2m + 2 ≤ 4l + 2).

故 aR 是指数有界的诣零右理想. 若 aR ≠ 0, 则R 必含非零的幂零右理想, 这与R 的半质性矛

盾, 故必有 aR = (0) , 从而 a = 0. 得证.

定理 1 推广了文献[3 ] 中的定理 5.

推论 1　设R 是半质环, l 是一个固定的自然数. 若对任意 x , y ∈R , 存在正整数 n = n (x ,

y ) ≤ l,m = m (x , y ) ≤ l, 使得 x m y n - y nx m ∈ Z (R ) , 则R 是交换环.

证明是显然的.

二

王崇寿[ 3 ] 证明了以下的定理:

设 R 是半质环, l 是一个固定的自然数. 若对任意 x , y ∈R , 均有正整数 n = n (x , y ) ≤ l,

使 (x y ) n
- (y x ) n ∈ Z (R ) , 则R 是交换环.

把它推广成下面的定理:

定理 2　设R 是半质环, l 是一个固定的自然数, 若对任意 x , y ∈R , 存在正整数 n = n (x ,

y ) , 及另一正整数m = m (x , y ) ≤ l, 使得 (x y ) n ± (y x ) m ∈ Z (R ) , 则R 是交换环.

证明　邱琦章[ 1 ] 指出:

设R 是结合环, 若对任意 x , y ∈R , 存在正整数 n = n (x , y ) ,m = m (x , y ) , 使得

(x y ) n ± (y x ) m ∈ Z (R ) ,

则R 的换位子理想是诣零理想.

所以只要证明满足定理条件的半质环没有非零的幂零元即可.

设 a ∈R , a2 = 0, 任取 r ∈R , 令 x = a r + a ra , y = a r. 由定理条件知, 有正整数 n = n (x ,

y ) 及正整数m = m (x , y ) ≤ l, 使 ( (a r + a ra) a r) 2 ± (a r (a r + a ra) )m ∈ Z (R ) , 利用 a 2 = 0 计

算可得

(a r) 2n ± ( (a r) 2m
+ (a r) 2m

a) ∈ Z (R ) ,

进一步可得

(a r) 2m + 2
= 0, 　 (2m + 2 ≤ 2l + 2).

与定理 1 的证明中的理由相同, 可知 a = 0. 得证.

三

王崇寿[ 3 ] 证明了半质环的交换性条件:

设R 是半质环, l 是一个固定的正整数, 若对任意的 x , y ∈R , 有小于 l 的正整数 n = n (x ,

y ) , 使 (x y ) k
- x ky k ∈ Z (R ) , k = n , n + 1, n + 2, 则R 是交换环.

发现定理中的条件 k = n , n + 1, n + 2, 实际上只要保留一个 k = n + 1 就可以了, 亦即成

立下面的交换性定理:

定理 3　 设R 是半质环, l 是一个固定的正整数, 若对任意的 x , y ∈R , 有小于 l 的正整数

—424—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



n = n (x , y ) , 使得 (x y ) n+ 1
- x

n+ 1
y

n+ 1 ∈ Z (R ) , 则R 是交换环.

为证明此定理, 首先证明下面的几个引理.

引理 1　 设R 是半质环, l 是一个固定的正整数, 若对任意的 x , y ∈R , 有小于 l 的正整数

n = n (x , y ) , 使得[x ny n , y x ] = 0, 那么R 没有非零的幂零元.

证明　 设 a ∈R , a2 = 0, 任取 r ∈R , 令 x = a + a r, y = a r. 由引理 1 的条件, 存在 n =

n (x , y ) ≤ l, 使得[x ny n , y x ] = 0, 此即

[ (a + a r) n (a r) n , (a r) (a + a r) ] = 0,

计算知 (a r) 2n+ 1
a = 0, 从而 (a r) 2n+ 2 = 0.

由R 的半质性可得 a = 0. 得证.

引理 2
[ 5 ]　无非零幂零元的环同构于一组无零因子环的亚直和.

引理 3　 设R 为满足引理 1 的所有条件的半质环, 并且R 可嵌入体中, 那么R 是交换环.

证明　与文献[2 ] 引理 3 的证法相同, 为节省篇幅不重复写出了.

引理 4　 设R 为满足引理 1 的所有条件的半质环, 那么R 是交换环.

证明　由引理 1, R 没有非零的幂零元, 再由引理 2, R 同构于一组无零因子环的亚直和,

故不妨设 R 就是无零因子环. 由引理 1 的等式可知, 对任意 x , y ∈R ,

x ny n+ 1x = y x n+ 1y n ,

于是对任意 a ≠ 0, b ∈R , 存在 a1 ≠ 0, b1 ∈R , 使得 b1a = a1b, 即R 满足O re 条件, 从而R 可

嵌入体中, 由引理 3, R 是可换环.

定理 3 的证明　首先证明满足定理 3 的条件的半质环没有非零的幂零元.

设 a ∈R , a2 = 0, 任取 r ∈R , 令 x = a , y = r, 由定理 3 的条件知有正整数 n = n (x , y ) ≤

l, 使 (x y ) n+ 1 - x n+ 1y n+ 1 ∈ Z (R ) , 因为 a2 = 0, 所以 (a r) n+ 1 ∈ Z (R ). 从而

(a r) n+ 2 = 0.

由R 的半质性, a = 0. 故R 无非零的零因子. 由引理 2, 不妨设 R 是无零因子环.

由定理 3 的已知条件, 对任意 x , y ∈R , 有

(x y ) ( (x y ) n+ 1 - x n+ 1y n+ 1) = ( (x y ) n+ 1 - x n+ 1y n+ 1) (x y ) ,

化简后得 x y x n+ 1y n+ 1 = x n+ 1y n+ 1x y , 两边消去 x , y 后, 有 x ny n+ 1x = y x n+ 1y n , 此即

[x ny n , y x ] = 0, 　Π x , y ∈R.

由引理 4, R 是可换环. □

文献[3 ] 中作为其定理 3 的一个推论, 有如下结果:

设 R 是半质环, l 是一固定的正整数. 若对任意 x , y ∈R , 有小于 l 的正整数 n = n (x , y ) ,

使 (x y ) k - y kx k ∈ Z (R ) , k = n , n + 1, n + 2, 则R 必为交换环.

这一结果当然也可以改进为本文定理 3 的推论的.

推论　设R 为半质环, l 为固定的正整数. 若对任意 x , y ∈R , 有小于 l 的正整数 n = n (x ,

y ) , 使得 (x y ) n - y nx n ∈ Z (R ) , 则R 必为交换环.

证明　参照定理 3 的证明可知满足推论条件的半质环没有非零的幂零元, 由引理 2 不妨

设R 是无零因子环.

由已知条件, 对任意 x , y ∈R ,

(x y ) ( (x y ) n - y nx n) = ( (x y ) n - y nx n) (x y ) ,
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化简可得

[x ny n , y x ] = 0,

由引理 4 知, R 是可换环.
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Som e Comm utativ ity Theorem s on Sem ipr im e R ings
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Abstract

In th is paper, w e p rove som e comm u ta t ivity theo rem s on sem ip rim e rings. T hese theo2
rem s im p roved som e resu lts appeared in references [2 ] and [3 ].

Keywords　sem ip rim e rings, comm u ta t ivity, comm u ta to r, n ilpo ten t elem en ts.
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