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球面型空间中的度量平均
Ξ
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摘　要　本文首先建立球面型空间中度量平均的概念, 其次讨论度量平均过程中一

些几何不变量之间的关系, 最后举例说明度量平均在解决球面型空间中几何极值问题时的应

用.
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1　引　言

R. A lexander 在文[1, 2 ] 中引入了希尔伯特空间 (含欧氏空间) 中度量平均的概念, 并以

大量的例子说明了度量平均的方法在解决某些几何极值问题时是卓有成效的. 杨路、张景中在

文[3, 4 ] 中对希尔伯特空间中的度量平均又做了深入的研究, 使度量平均方法在解决某些几

何极值问题时更为有效.

本文在球面型空间做了相应的工作, 试图建立球面型空间中度量平均的基本理论, 首先引

进球面型空间中度量平均的概念, 其次讨论度量平均过程中一些几何不变量的变化关系, 最后

举例说明度量平均在解决球面型空间中几何极值问题时的应用.

专著[5 ] 是距离几何之经典, 文中将直接引用其中的一些结论, 恕不一一列出.

2　 球面型空间中度量平均的概念

S
d - 1 记曲率为 K (> 0) 的 d - 1 维球面型空间, 对于 x ∈ S

d - 1
, y ∈ S

d - 1
, g (x , y ) 记 x , y

间的距离, 对 S
d - 1 中的点列Β= {p 1, p 2, ⋯, p d }, 简记 co s ( K g (p i, p j ) ) 为 p ij (1 ≤ i, j ≤ d ) ,

并类似可得下面 Β( t) 的简记符号.

定理 1　设Β( t) = {p 1 ( t) , p 2 ( t) , ⋯, p d ( t) }, t ∈ T 为S
d - 1 中点列构成的单参数族, Λ为 T

的子集上的概率测度, 则 S
d - 1 中存在点列 Β = {p 1, p 2, ⋯, p d } 使得

co s ( K g (p i, p j ) ) = ∫co s ( K g (p i ( t) , p j ( t) ) ) d Λ( t) (1 ≤ i, j ≤ d ).

证明　取集合 Β = {p 1, p 2, ⋯, p d }, 定义 Β× Β上的函数

—144—

Ξ 1994年12月9日收到.

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



gθ (p i, p j ) =
1

K
arcco s∫p ij ( t) d Λ( t) (1 ≤ i, j ≤ d ).

由 Β( t) 为 S
d - 1 中的点列易知, Β 关于 gθ 作成半度量空间, co s ( K gθ (p i, p j ) ) =

∫p ij ( t) d Λ( t) , 由[5 ] 中定理 63. 1 的推论, 二次型Q t (x ) = ∑
1≤i, j≤d

p ij ( t) x ix j (x = (x 1, x 2, ⋯, x d )

∈ Rd
, t ∈ T ) 是半正定的, 从而, 二次型

　　　　Q (x ) = ∑
1≤i, j≤d

(co s ( K gθ (p i, p j ) ) ) x ix j = ∑
1≤i, j≤d∫p ij ( t) d Λ( t) x ix j

= ∫∑
1≤i, j≤d

p ij ( t) x ix jd Λ( t)

是半正定的, 即矩阵 (co s ( K gθ (p i, p j ) ) )
d
i, j= 1 是半正定的. 由文[5 ], 半度量空间 (Β, gθ) 可等距

嵌入到 S
d - 1 中, 即 S

d - 1 中存在点列, 不妨仍记为 Β = {p 1, p 2, ⋯, p d } 使得

co s ( K gθ (p i, p j ) ) = ∫co s ( K g (p i ( t) , p j ( t) ) ) d Λ( t) (1 ≤ i, j ≤ d ).

显然, 定理 1 中的点列 Β在等距同构意义下是唯一的, 称点列 Β为点列单参数族 Β( t) , t ∈

T 的度量平均, 特别地, 若对任意 t ∈T , Β( t) 为S
d - 1 中非退化单形的顶点集, 由定理 1 的证明,

Β亦为非退化单形的顶点集, 为方便起见, 也用 Β( t) , Β表示以它们为顶点集的单形, 并约定文

中 Β = ∫Β( t) d Λ( t) 表示在定理 1 意义下的度量平均.

定理 2　 设 (Y , T ) 为一个可同胚嵌入到 S
d - 1 中的紧致拓扑空间, T = { t1, t2, ⋯, tk } 为

(Y , T ) 到S
d - 1 中的一族同胚嵌入映射, Y i = ti (Y ) ( i = 1, 2, ⋯, k ) , Λ为 T 的子集上的概率测

度, 对任意 a , b ∈ Y , 定义函数

gθ (a , b) =
1

K
arcco s (∑

K

i= 1
Λ( ti) co s ( K g ( ti (a) , t i (b) ) ) ) ,

则半度量空间 (Y , gθ) 可合同嵌入 S
dk- 1 中, 且与 (Y , T ) 同胚.

证明　由 Y i ( i = 1, 2, ⋯, k ) 为S
d - 1 中的点集易知, (Y , gθ) 为半度量空间, 在其中任取 d k

+ 2个点 p 1, p 2, ⋯, p dk+ 2, 则{ t l (p 1) , tl (p 2) , ⋯, t l (p dk+ 2) } Α Y l Α S
d - 1 ( l = 1, 2, ⋯, k ). 由文[5 ]

知, 矩阵 (co s ( K g ( tl (p i) , t l (p j ) ) )
dk+ 2
i, j = 1 为秩不超过 d 的半正定矩阵, 从而矩阵

(co s ( K gθ (p i, p j ) ) )
dk+ 2
i, j= 1 = (∑

K

l= 1
Λ( tl) co s ( K g ( tl (p i) , t l (p j ) ) )

dk+ 2
i, j= 1

= (∑
K

l= 1
Λ( tl) (co s K g ( tl (p i) , tl (p j ) ) ) )

dk+ 2
i, j = 1

为秩不超过 d k 的半正定矩阵, 进而半度量空间{p 1, p 2, ⋯, p dk+ 2} 可合同嵌入 S
dk- 1 中, 又由文

[5 ] 中定理 39. 2 知, S
dk- 1 具有合同指数 (d k + 2, 0) , 故 (Y , gθ) 可合同嵌入 S

dk- 1 中.

对于 (Y , T ) 中任一收敛点列{y n}, 容易看出, y n 收敛于 y 0 当且仅当lim
n→∞

gθ (y n , y 0) = 0, 从

而度量空间 (Y , gθ) 与 (Y , T ) 同胚.

显然, (Y , gθ) 的在 S
dk- 1 中的合同象在等距同构意义下也是唯一确定的, 称之为 Y i ( i = 1,

2, ⋯, k ) 的度量平均, 简记为 Y = ∑
k

i= 1
Λ( ti) Y i.
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3　 度量平均中一些几何不变量的变化关系

与文[2 ] 相对应, 可以讨论球面型空间度量平均过程中单形的外接球半径, 高线长和点集

的覆盖半径等几何不变量的变化关系, 限于篇幅, 仅就点集的覆盖半径加以讨论, 为此, 先列出

文[6 ] 中的两个主要结果.

引理 1　 设 Β = {p 1, p 2, ⋯, p l} 为 S
d - 1 中覆盖半径 Θ< Πö(2 K ) 的点集, 则二次型

Q (x ) = ∑
1≤i, j≤l

p ijx ix j , x = (x 1, x 2, ⋯, x l) ∈ R l

在条件 S : x i ≥ 0 ( i = 1, 2, ⋯, l) , ∑
l

i= 1
x i = 1 之下的最小值m in

S
( ∑

1≤i, j≤l

p ij x ix j ) = co s
2 ( K Θ).

引理 2　 设 Y 为 S
d - 1 中覆盖半径 Θ< Πö(2 K ) 的紧致集, Λ为 Y 上的一个Bo rel 带号

测度[ 7 ]
, 则能量积分[ 8 ]

Q (Λ) = κ
Y×Y

co s ( K g (x , y ) ) d Λ(x ) d Λ(y ) 在约束条件 S : Λ非负且∫Y

d Λ(y ) = 1 之下, 在某一分布 Λ3 取最小值为Q (Λ3 ) = co s
2 ( K Θ).

定理 3　设Β=∫Β( t) d Λ( t) , Β( t) 的覆盖半径小于Πö(2 K ) , Θ( t) , Θ分别表示Β( t) , Β的

覆盖半径, 则

co s
2 ( K Θ) ≥∫co s

2 ( K Θ( t) ) d Λ( t).

证明　由引理 1 得

　　co s
2 ( K Θ) = m in

S
( ∑

1≤i, j≤d

p ij x ix j ) = m in
S

( ∑
1≤i, j≤d∫p ij ( t) d Λ( t) x ix j )

= m in
S ∫∑

1≤i, j≤d

(p ij ( t) x ix j ) d Λ( t)

≥∫m in
S

( ∑
1≤i, j≤d

p ij ( t) x ix j ) d Λ( t) = ∫co s
2 ( K Θ( t) ) d Λ( t).

定理 4　 设 Y = ∑
k

i= 1
Λ( ti) Y i, Y i 的覆盖半径小于 Πö2 K ( i = 1, 2, ⋯, k ) , 记 Y , Y i 的覆盖

半径分别为 Θ, Θi, 则 co s
2 ( K Θ) ≥∑

k

i= 1
Λ( ti) co s

2 ( K Θi).

证明　设 B, B i ( i = 1, 2, ⋯, k ) 分别为 Y , Y i ( i = 1, 2, ⋯, k ) 上的Bo rel 集, Χ为B 上的

一个Bo rel测度, 易见 ti ( i = 1, 2, ⋯, k ) 为 Y 到 Y i 上的可测同构映照[ 10 ]
, 对于任意的E ∈B i ( i

= 1, 2, ⋯, k ) , 定义 Χi (E ) = Χ( t
- 1
i (E ) ) , 显然 Χi ( i = 1, 2, ⋯, k ) 也是 Y i 上的一个Bo rel 测度,

并且, 有

κ
Y×Y

co s ( K gθ (x , y ) ) d Χ(x ) d Χ(y ) = κ
Y i×Y i

co s ( K g ( ti (x ) , ti (y ) ) ) d Χi ( ti (x ) ) d Χi ( ti (y ) ) ,

若 Χ满足引理 2 中条件 S, 显然 Χi 也满足条件 S , 由引理 2 得

　　　 co s2 ( K Θ) = m in
S

( κ
Y×Y

co s ( K gθ (x , y ) ) d Χ(x ) d Χ(y ) )

　 = m in
S κ

Y×Y

∑
k

i= 1
Λ( ti) co s ( K g ( ti (x ) , t i (y ) ) ) d Χ(x ) d Χ(y )
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　≥∑
k

i= 1

Λ( ti) m in
S κ

Y i×Y i

co s ( K g ( ti (x ) , t i (y ) ) ) d Χi ( ti (x ) ) d Χi ( ti (y ) )

　 = ∑
k

i= 1
Λ( ti) co s

2 ( K Θi).

S
d - 1 中有限点集 Β = {p 1, p 2, ⋯, p Α} 的Cayley2M enger 矩阵的行列式是一个极其重要的

几何不变量, 点集 Β的许多几何不变量均可通过它来表示, 例如单形的外接球半径[ 6 ]
, 单形的

高线长等. 下面给出度量平均中这个几何不变量的变化关系.

定理 5　设 Β= ∫Β( t) d Λ( t) ,B ,B ( t) 分别记 Β, Β( t) 的Cayley2M enger 矩阵, ûB û , ûB ( t) û

分别记B ,B ( t) 的行列式, 则 ûB û 1öd ≥∫ûB ( t) û 1öd
d Λ( t).

证明　首先对 Β= Α1Β(1) + Α2Β(2) (Α1 ≥ 0, Α2 ≥ 0, Α1 + Α2 = 1) 进行证明, 由度量平均

的概念, p ij = Α1p ij (1) + Α2p ij (2) , 其中 p ij (1) = co s ( K g (p i (1) , p j (1) ) ) , p ij (2) = co s (

K g (p i (2) , p j (2) ) ) , 若 Β(1) , Β(2) 都是 S
d - 1 中非退化单形的顶点集, 则矩阵 (p ij (1) )

d
i, j= 1,

(p ij (2) )
d
i, j= 1 均为正定的, 故下列关于 Κ的多项式

û (Α1p ij (1) + ΚΑ2p ij (2) )
d
i, j = 1û = C 0Κd

+ C 1Κd - 1
+ ⋯ + C d - 1Κ+ C d (1)

中的系数C 0, C 1, ⋯, C d 均为正的, 此多项式的根 Κi ( i = 1, 2, ⋯, d ) 均为负的, 对 1 ≤ k ≤ d , 有

Ρk (- Κ1, - Κ2, ⋯, - Κd ) = C k öC 0,

其中Ρk (- Κ1, - Κ2, ⋯, - Κd ) 为正数 - Κ1, - Κ2, ⋯, - Κd 的k 次初等对称多项式. 由M aclau rin

不等式[ 9 ] 得

C 1

C 0

d

1

≥

C 2

C 0

d

2

1ö2

≥

C 3

C 0

d

3

1ö3

≥⋯≥ (
C d

C 0
) 1öd ,

其中
d

k
表示组合数. 由上式可得

C k ≥
d

k
C

köd
d C

1- köd
0 (k = 0, 1, ⋯, d ).

而由 (1) 式左端易得

C 0 = û (Α2p ij (2) )
d
i, j= 1û = Αd

2û (p ij (2) )
d
i, j= 1û = Αd

2ûB (2) û ,

C d = û (Α1p ij (1) )
d
i, j= 1û = Αd

1û (p ij (1) )
d
i, j= 1û = Αd

1ûB (1) û.

又在 (1) 式中令 Κ= 1 得

　　ûB û = û (p ij )
d
i, j= 1û = û (Α1p ij (1) + Α2p ij (2) )

d
i, j = 1û = ∑

d

k= 0
C k

≥∑
d

k= 0

d

k
C

köd
d C

1- köd
0 = (C

1öd
0 + C

1öd
d ) d

= (Α1ûB (1) û 1öd
+ Α2ûB (2) û 1öd )

d
,

即有 ûB û 1öd ≥ Α1ûB (1) û 1öd
+ Α2ûB (2) û 1öd

.

若 Β(1) 或 Β(2) 不是非退化单形的顶点集时, 由于 ûB û = û (co s ( K g (p i, p j ) ) )
d
i, j= 1û 为

点 p 1, p 2, ⋯, p d 的连续函数, 通过一般的极限过程就可以得到
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ûB û 1öd ≥ Α1ûB (1) û 1öd
+ Α2ûB (2) û 1öd

,

并可以推出对Β= ∑
m

i= 1
ΑiΒ( i) (∑

m

i= 1
Αi = 1, Αi ≥ 0 ( i = 1, 2, ⋯,m ) , 仍有 ûB û 1öd ≥∑

m

i= 1
ΑiûB ( i) û 1öd

.

再通过一般的积分极限过程就可得到, 对于 Β = ∫Β( t) d Λ( t) , 有

ûB û 1öd ≥∫ûB ( t) û 1öd
d Λ( t).

4　 度量平均的应用举例

为了说明度量平均在解决 S
d - 1 中几何极值问题时的应用, 给出如下的一个例子.

定理 6　 设 S
d - 1 中单形 Β = {p 1, p 2, ⋯, p d } 的覆盖球半径为 Θ, 则

∑
1≤i< j≤d

sin ( 1
2

K g (p i, p j ) ) ≤ d 2d (d - 1)
4

sin ( K Θ) <
d 2d (d - 1)

4
,

当 Β为正则单形时不等式中等号成立, 且右边的上界是最好的.

证明　考虑单形Β= {p 1, p 2, ⋯, p d } 顶点集的所有排列{p i1 , p i2 , ⋯, p id } 的一致度量平均

8 = {q1, q2, ⋯, qd }, 所谓“一致”, 是指每个排列的概率测度均为 1öd ! , 则 8 为非退化单形, 且

　　co s ( K g (q i, q j ) ) =
2

d (d - 1) ∑
1≤k< l≤d

co s ( K g (p k , p l) ) (1 ≤ i < j ≤ d ) , (2)

由引可得 8 为 S
d - 1 中的正则单形, 并且上式可化为

　　 sin
2 ( 1

2
K g (q i, q j ) ) =

2
d (d - 1) ∑

1≤k< l≤d

sin
2 ( 1

2
K g (p k , p l) )

　≥ ( 2
d (d - 1)

) 2 ( ∑
1≤k< l≤d

sin ( 1
2

k g (p k , p l) ) ) 2
,

　　 ∑
1≤k< l≤d

sin ( 1
2

K g (p k , p l) )

　≤ d (d - 1)
2

sin ( 1
2

K g (q i, q j ) ). (3)

由文[6 ] 中引理 7 可知, 正则单形 8 的外接球半径和覆盖半径相同, 设为 R 8 , 由定理 3,

co s2 ( K R 8 ) ≥ co s2 ( K Θ) , 进而, R 8 ≤Θ. 以单形 8 的外接球心O 为球心, 以Θ为半径作球,

射线O q i ( i = 1, 2, ⋯, d ) 交所作球于 q′
i, 则单形 8 ′= {q′

1, q′
2, ⋯, q′

d } 仍为正则单形, 且 sin ( 1
2

k g (q′
i, q′

j ) ) ≥ sin ( 1
2

K g (q i, q j ) ) , 8 ′的外接球半径为 Θ.

文 [6 ] 引理 5 证明中给出了 S
d - 1 中单形 Β = {p 1, p 2, ⋯, p d } 外接球半径 R 的公式

co s
2 ( K R ) = -

ûB û
ûBϖû , 其中B 为 Β的Cayley2M enger 矩阵,Bϖ 为镶边矩阵

0 1　1　⋯　1
1
1

� B
1
1

,

利用这个公式, 不难得到正则单形 8 ′的外接球半径 Θ同棱长 g (q′
i, q′

j ) 的关系式

sin ( 1
2

K g (q′
i, q′

j ) ) =
d

2 (d - 1) sin ( K Θ)
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从而

　　　　 ∑
1≤k< l≤d

sin ( 1
2

K g (p k , p l) ) ≤ d (d - 1)
2

sin ( K
2

g (q i, q j ) )

　　　　　≤ d (d - 1)
2

sin ( 1
2

K g (q′
i, q′

j ) ) ,

　　　　　 =
d 2d (d - 1)

4
sin ( K Θ) <

d 2d (d - 1)
4

.

当 Β为正则单形时, (3) 式等号成立, 并且由 (2) 可知, Β, 8 , 8 ′均合同, 从而必有上式等号成

立. 又由于正则单形的外接球半径可无限趋于 Πö2 K , 故上式右端的上界是最好的.

本文是作者的硕士学位论文的一部分, 作者衷心感谢导师蒋声教授的指导和鼓励.
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M etr ic Averag ing in Spher ica l Space

Guo S hug uang
(Yancheng T eachers′Co llege, J iangsu 224002)

Abstract

In th is paper, w e first estab lish the concep t of m etric averag ing in spherica l space, and

then discu ss rela t ion s am ong som e geom etrica l invarian ts in the p rocess of m etric averag ing.

F ina lly, w e gave an exam p le to show the app lica t ion s of m etric averag ing in so lving geom et2
ric ex trem al p rob lem in spherica l space.

Keywords　spherica l space, m etric averag ing, geom etric ex trem e value.
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