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法联络平坦子流形与第二基本张量
Ξ

舒　世　昌
(咸阳师专数学系, 陕西712000)

摘　要　本文首先将常曲率黎曼流形中B. Y. Chen 和M. O kum ura 关于数量曲率和

截面曲率关系间的一个著名不等式推广到环绕空间是局部对称共形平坦黎曼流形的情形. 作

为应用, 较简捷地将M. O kum ura 在[ 2 ], [ 3 ]中的结果推广到这种环绕空间中法联络是平坦的

子流形上去.
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1　引　言

设N 是常曲率为 a 的 n + p 维黎曼流形,M 是浸入N 的 n 维子流形. B. Y. Chen 和M.

O kum u ra 在[1 ] 中曾证得: 如果M 的数量曲率在M 上 P 点满足

R ≥ (n - 2)S + (n - 1) (n - 2) a + 2 (n - 1) c,

那么在 P 点M 的截面曲率 K c ≥ c.

当考虑环绕空间是局部对称共形平坦黎曼流形时, 将上述结果推广为:

定理 1　设N
n+ p 是 n + p 维局部对称共形平坦黎曼流形,M 是N

n+ p 的 n 维子流形. 若M

的数量曲率在M 上 P 点满足

R ≥ (n - 2)S +
(n - 1) (n - 2)

n + p - 2
(2T c -

K
n + p - 1

) + 2 (n - 1)C ,

则在P 点M 的截面曲率K c ≥C , 其中 T c, tc 分别是N
n+ p 的R icci曲率在P 点的上下确界, K 是

N
n+ p 在 P 点的数量曲率, S 是M 的第二基本形长度平方, S = ∑

ijΑ
(h

Α
ij )

2
.

M. O kum u ra 在[2 ], [ 3 ] 中曾得到:

定理A [ 2 ]　设M 是浸入在具非负常曲率 a 的 n + 1 维黎曼流形的完备、连通具常中曲率

的超曲面. 若M 的第二基本张量的长度是常数, 且

t raceA
2

<
1

n - 1
( t raceA ) 2

+ 2a

成立, 则M 是全脐超曲面, 因而是一个球面. A 是M 的第二基本张量.

定理B[ 3 ]　设M 是浸入在具非负常曲率 a 的 n + p 维黎曼流形N 的具平行中曲率向量的
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n 维子流形. 假定M 在N 中的法联络是平坦的. 若M 上的函数 f = ∑
Α

t raceA
2
Α 是常数, 且

∑
Α

t raceA
2
Α <

1
n - 1∑Α

( t raceA Α)
2

成立, 则M 是全脐子流形, 其中A Α是M 关于法向量 eΑ的第二基本张量.

本文试图将上述定理推广到浸入在局部对称共形平坦黎曼流形中具有任意余维数的子流

形上去. 得到

定理 2　设N
n+ p 是n + p 维局部对称共形平坦黎曼流形,M 是浸入在N

n+ p 的具有平行中

曲率向量的 n 维子流形. 假定M 在N
n+ p 中的法联络是平坦的, 若M 上的函数 f = ∑

Α
t raceA

2
Α

是常数, 且

　　　∑
Α

t raceA
2
Α <

1
n - 1∑Α

( traceA Α)
2

+
2

n + p - 2
(2T c -

K
n + p - 1

)

成立, 则M 是全脐子流形.

若M 是N
n+ p 中的紧致子流形, 还可以得到

定理 3　设N
n+ p 是n + p 维局部对称共形平坦的黎曼流形,M 是浸入N

n+ p 的具有平行中

曲率向量的 n 维紧致子流形, 假定M 在N
n+ p 中的法联络是平坦的, 且

　　　∑
Α

t raceA
2
Α <

1
n - 1∑Α

( traceA Α)
2

+
2

n + p - 2
(2T c -

K
n + p - 1

)

成立, 则M 是全脐子流形.

2　 基本公式

选取N
n+ p 的正交标架场 e1, ⋯, en+ p. 使限制在M 上 e1, ⋯, en 切于M . en+ 1, ⋯, en+ p 是M 的

法向量场. 记 Ξ1, ⋯, Ξn+ p 为对偶标架场. 约定指标

　　　1 ≤A ,B , C , ⋯≤ n + p ; 1 ≤ i, j , k , ⋯≤ n; n + 1 ≤ Α, Β, Χ, ⋯≤ n + p.

N
n+ p 的结构方程为:

d ΞA = - ∑
B

ΞA B ∧ ΞB , ΞA B + ΞB A = 0.

d ΞA B = - ∑
C

ΞA C ∧ ΞCB + 8 A B , 8 A B =
1
2 ∑C ,D

K A B CD ΞC ∧ ΞD , (2. 1)

K A B CD =
1

n+ p - 2
{∆A CK BD - ∆A D K B C + ∆B D K A C - ∆B CK A D +

K
n+ p - 1

(∆A D ∆B C - ∆A C ∆B D ) }, (2. 2)

K A B = ∑
C

K A CB C , K = ∑
A

K A A. (2. 3)

因为N
n+ p 局部对称, 故 K 为常数, 限制在M 上有

　ΞΑi = ∑
j

h
Α
ij Ξj , h

Α
ij = h

Α
j i, R ij k l = K ijk l + ∑

Α
(h

Α
ikh

Α
j l - h

Α
ilh

Α
jk ). (2. 4)

这里R ijk l 是M 的黎曼张量的分量. M 的平均曲率向量是

H =
1
n ∑iΑ

h
Α
iieΑ. (2. 5)

M 的第二基本形长度平方 S = ∑
ijΑ

(h
Α
ij )

2
. 记M 的第二基本张量为{h

Α
ij }. 定义 h

Α
ij 的第一阶协变
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导数为满足下式的 h
Α
ijk

∑
k

h
Α
ijk Ξk = d h

Α
ij - ∑

k

h
Α
ik Ξjk - ∑

k

h
Α
k j Ξik + ∑

Β
h

Β
ij ΞΒΑ, (2. 6)

易得

h
Α
ijk = h

Α
ik j. (2. 7)

进一步, 定义 h
Α
ij 的第二阶协变导数 h

Α
ijk l

　　∑
k

h
Α
ijk lΞl = d h

Α
ijk - ∑

l

h
Α
lj k Ξil - ∑

l

h
Α
ilk Ξj l - ∑

l

h
Α
ij lΞk l + ∑

Β
h

Β
ij k ΞΒΑ, (2. 8)

h
Α
ij 的L ap lace 定义为

∃h
Α
ij = ∑

k

h
Α
ijkk. . (2. 9)

3　 定理的证明

在[1 ] 中有如下引理

引理　设 a1, ⋯, an , b 是 n + 1 (n ≥ 2) 个实数, 满足 (∑
n

i= 1
a i)

2 ≥ (n - 1)∑
n

i= 1
a

2
i + b, 则对任

意 i, j ( i ≠ j ) 有 2a ia j ≥
b

n - 1
.

由 (2. 2) , (2. 4)得

　　R ij ij = ∑
Α

[h
Α
iih

Α
j j - (h

Α
ij )

2 ]+
1

n+ p - 2
(K ii+ K j j -

K
n+ p - 1

) ( i≠j ) , (3. 1)

　　R = ∑
ij

R ij ij = n
2úH ú 2- S +

2 (n- 1)
n+ p - 2 ∑i

K ii-
n (n- 1) K

(n+ p - 1) (n+ p - 2).
(3. 2)

取平均曲率方向为 en+ 1的方向. 记 h ij = h
n+ 1
ij . 则

S = ∑
ijΑ

(h
Α
ij )

2
= ∑

i

h
2
ii + ∑

i≠j

h
2
ij + ∑

ijΑ≥n+ 2

(h
Α
ij )

2
, (3. 3)

n2úH ú 2
= (∑

i

h ii)
2
. (3. 4)

把 (3. 2)代入定理1中不等式得

　　 n
2úH ú 2 ≥ (n - 1)S +

2 (n - 1) (n - 2)
n + p - 2

T c -
2 (n - 1)

n + p - 2∑i

K ii

　 +
2 (n - 1) K

(n + p - 1) (n + p - 2) + 2 (n - 1)C , (3. 5)

　　 (∑
n

i= 1

h ii)
2 ≥ (n - 1)∑

i

h
2
ii + (n - 1)∑

i≠j

h
2
ij + (n - 1) ∑

ij , Α≥n+ 2

(h
Α
ij )

2 + B . (3. 6)

这里记

　　　　　　　B =
2 (n - 1) (n - 2)

n + p - 2
T c -

2 (n - 1)
n + p - 2∑i

K ii

　 +
2 (n - 1) K

(n + p - 1) (n + p - 2) + 2 (n - 1)C.

把引理应用到 (3. 6) 得:

　　　　　2h iih j j ≥∑
i≠j

(h ij )
2

+ ∑
ij , Α≥n+ 2

(h
Α
ij )

2
+

B
n - 1
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≥ 2 (h ij )
2

+ ∑
Α≥n+ 2

[ (h
Α
ii)

2
+ (h

Α
j j )

2
+ 2 (h

Α
ij )

2
] +

B
n - 1

　　　　　2h iih j j - 2 (h ij )
2 ≥ ∑

Α≥n+ 2
[ (h

Α
ii)

2
+ (h

Α
j j )

2
+ 2 (h

Α
ij )

2
] +

B
n - 1

≥ 2 ∑
Α≥n+ 2

[ ûh
Α
iih

Α
j j û + (h

Α
ij )

2 ] +
B

n - 1
.

上述不等式两边同时加上 2∑
Α≥n+ 2

[h
Α
iih

Α
j j - (h

Α
ij )

2
], 则

2∑
Α≥n+ 1

[h
Α
iih

Α
j j - (h

Α
ij )

2
] ≥ 2 ∑

Α≥n+ 2
[ ûh

Α
iih

Α
j j û + h

Α
iih

Α
j j ] +

B
n - 1

≥ B
n - 1

.

由 (3. 1)R ij ij ≥
B

2 (n - 1) +
1

n + p - 2
(K ii + K j j -

K
n + p - 1

) ( i ≠ j ).

将B 值代入得:

　　　　　R ij ij≥
n- 2

n+ p - 2T c-
1

n+ p - 2 ∑i

K ii+
K

(n+ p - 1) (n+ p - 2)

　+ C +
1

n+ p - 2
(K ii+ K j j -

K
n+ p - 1

)

=
n- 2

n+ p - 2T c-
1

n+ p - 2
( ∑

i

K ii- K ii- K j j ) + C

=
n- 2

n+ p - 2T c-
1

n+ p - 2 ∑l≠i, j

K ll+ C

≥ n- 2
n+ p - 2T c-

1
n+ p - 2

(n- 2) T c+ C = C.

定理1得证. 此处用了 K l l≤T c.

注1　当N
n+ p是截面曲率为 a 的 n+ p 维常曲率黎曼流形时, 即: T c= tc= (n+ p - 1) a , K

= (n+ p ) (n+ p - 1) a. 定理1即为B. Y. Chen 和M. O kum u ra 在[ 1 ]中的结果. 因此成为定理1

的推论.

为了证明定理2, 首先证明下面的定理

定理　设N
n+ p是局部对称共形平坦的 n+ p 维黎曼流形,M 是浸入N

n+ p的具有平行中曲

率向量的 n 维子流形, 假定M 在N
n+ p中的法联络是平坦的, 若M 上的函数 f = ∑

Α
t raceA

2
Α是

常数且M 的截面曲率 K c > 0, 则M 是全脐子流形.

证明　根据 f 的定义, f = S = ∑
ijΑ

(h
Α
ij )

2 易见

1
2

∃f = ∑
ij kΑ

h
Α
ijh

Α
ijkk + ∑

ijkΑ
(h

Α
ijk )

2. (3. 7)

选取 en+ 1 为沿着中曲率向量H 的方向 (如果H = 0, 可选取一个任意的 en+ 1). 那么显然 t raceA Α

= 0, Α= n + 2, ⋯, n + p. 根据定理假设有 t raceA n+ 1 = 常数. 如果H = 0, 由 (2. 6) 和 (2. 8)

易得

∑
k

h
Α
kk ij = 0. (3. 8)

如果H ≠ 0. 易知 en+ 1 是平行的法向量场, 即 Ξn+ 1 Α = 0. 那么由 (2. 6) 可得∑
i

h
Α
iik = 0, 因而根

据 (2. 8) 仍有 (3. 8) 成立, 所以 (3. 7) 可重新写为
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　　　　　　　　 1
2

∃f = ∑
ij kΑ

h
Α
ij (h

Α
ij kk - h

Α
kk ij ) + ∑

ijkΑ
(h

Α
ijk )

2
. (3. 9)

不难看到

h
Α
ijkk - h

Α
kk ij = h

Α
k ik j - h

Α
k jk j = ∑

m

h
Α
kmR im jk + ∑

m

h
Α
m iR km jk - ∑

Β
h

Β
k iR ΒΑj k.

于是 (3. 9) 可写为:

　　　 1
2

∃f = ∑
ij km Α

h
Α
ij (h

Α
km R im jk + h

Α
m iR km jk ) + ∑

ijkΑ
(h

Α
ijk )

2
- ∑

ijkΑΒ
h

Α
ijh

Β
k iR ΒΑj k. (3. 10)

由于法联络是平坦的, 所以第二基本张量A Α可同时对角化, 即存在 n 个相互正交的单位向量

e1⋯en , 使得 h
Α
ij = 0 ( i ≠ j ) 于是有 R ΒΑjk = 0, 且 (3. 10) 变成

1
2

∃f = ∑
Α
∑
i< k

(h
Α
ii - h

Α
kk )

2
R k iik + ∑

ijkΑ
(h

Α
ijk )

2
. (3. 11)

由已知有 R k iik > 0. 所以 (3. 11) 右端各项是非负的. 因而当 f 是常数时, 对 Α= n + 1, ⋯, n +

p 和任何一对 i, j. 有 h
Α
ii = h

Α
j j. 这就证明M 是全脐的.

定理 1 中当C = 0, 不等号变为严格大于号时亦成立, 即

R > (n - 2)S +
(n - 1) (n - 2)

n + p - 2
(2T c -

K
n + p - 1

) , (3. 12)

M 截面曲率 K c > 0.

　　但把 (3. 2) 代入 (3. 12) , 并利用 n
2úH ú 2 = ∑

Α
( t raceA Α)

2, 可得 (3. 12) 等价于定理 2 与定

理 3 中的不等式:

∑
Α

t raceA
2
Α <

1
n - 1∑Α

( traceA Α)
2

+
2

n + p - 2
(2T c -

K
n + p - 1

). (3. 13)

因此, 当 (3. 13) 成立时,M 的截面曲率 K c > 0, 再利用定理, 可直接证得定理 2.

如果M 是N
n+ p 中的紧致子流形, 那么由于 (3. 11) 右端非负, 由Hopf 引理知 f 是常数, 故

由定理 2 知定理 3 成立.

注 2　当N
n+ p 是截面曲率为 a 的常曲率黎曼流形, 即 T c = tc = (n + p - 1) a , K = (n +

p ) (n + p - 1) a 时, 定理 2, 定理 3 变为常曲率空间下的相应结果. 且当 a < 0 时, 结果推广了

M. O kum u ra 在[2 ], [ 3 ] 中的结果. 当 a ≥ 0 时, P inch ing 常数∑
Α

( t raceA Α)
2ö(n - 1) + 2a 不

小于M. O kum u ra 的常数∑
Α

( t raceA Α)
2ö(n - 1) . 因此不仅把M. O kum u ra 的结果推广到环

绕空间是局部对称共形平坦黎曼流形中去, 而且作为推论得到的常曲率空间下的结果推广和

改进了M. O kum u ra 的相应结果. 上述方法较M. O kum u ra 的方法要简捷得多.
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Subman ifolds with Fla t Connection of Normal Bundle
and the Second Fundam en ta l Ten sors

S hu S h ichang
(X ianyang T eachers′Co llege, Shanxi 712000)

Abstract

A n inequality of B. Y. Chen and M. O kum u ra in con stan t cu rva tu re R iem ann ian m an if2
fo ld is genera lized to subm an ifo ld in a loca lly symm etric and confo rm ally fla t R iem ann ian

m an ifo ld. A s an app lica t ion, the theo rem s of M. O kum u ra in [ 2 ], [ 3 ] are genera lized and

im p roved.

Keywords　subm an ifo ld, loca lly symm etric, confo rm ally fla t.
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