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球面卷积算子的饱和阶
Ξ

杨汝月　　熊静宜
(宁夏大学数学系, 银川750021)

摘　要　本文给出了确定球面卷积算子饱和阶的一般方法并举例说明了它的应用.
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§1　引　言

设 Ρ= Ρn- 1为 n 维欧氏空间 R
n (n≥3) 中的单位球面. 对于 Ρ上的函数空间 X p (Ρ) = L

p (Ρ)

(1≤p < ∞)或C (Ρ) (p = ∞) , 赋以范数

ú f úX p
=

(∫Ρ
û f (Λ) û p

d Λ) 1öp
, 1 ≤ p < ∞,

m ax
Λ∈Ρ

û f (Λ) û , p = ∞.

　　满足条件∫
Π

0
û f (Χ) û sin2ΚΧd Χ< ∞ (2Κ= n - 2) 的函数 f 形成的集记为L

1
Κ, 显然L

1
Κ< L

1.

设 Θ为取值于集合A 的正参数, Θ0为A 的极限点. 对每个 Θ, ΥΘ∈L
1
Κ. 又设{ΥΘ( t) }为核,

即对每个 Θ∈A 满足

∫Ρ
ΥΘ(ΛΛ′) d Λ′= ûΡn- 2û , (1)

其中ûΡn- 2û为 R
n- 1中单位球面的测度, ΛΛ′为 Ρ上点 Λ与 Λ′之间的球面距离.

注意到 d Λ′= sin
2ΚΧd Χd Ρn- 2 (0≤ΛΛ′= Χ≤Π) , 即知 (1)等价于

∫
Π

0
ΥΘ(Χ) sin

2ΚΧd Χ= 1. (2)

　　对于 f ∈X p (Ρ) , 由核{ΥΘ( t) }生成的球面卷积算子定义为

T Θ(f ; Λ) =
1

ûΡn- 2û∫Ρ
f (Λ′) ΥΘ(ΛΛ′) d Λ′. (3)

　　因为 ΥΘ∈L
1
Κ, 所以 T Θ是一个有界的线性算子. 如果{ΥΘ( t) }是逼近恒同的, 那么{T Θ}是一

致有界的 (对 Θ) , 且依 X p 范数收敛到 f .

本文讨论卷积算子族{T Θ}的饱和阶. 所用方法是: 从乘子算子的理论着手, 借助于球面移

动算子把卷积算子表成乘子算子的形式.
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从L
1到 k 阶球调和子空间的投影算子定义为

Y k (f ; Λ) =
# (Κ) (k + Κ)

2ΠΚ+ 1 ∫Ρ
f (Λ′)G

Κ
k (Λõ Λ′) d Λ′　 (k ∈N 0) ,

其中G
Κ
k ( t)为 k 阶超球多项式.

在 Λ点以 Χ为步长的移动算子是

S Χ(f ; Λ) =
1

ûΡn- 2û sin
2ΚΧ∫ΛΛ′= Χ

f (Λ′) d Λ′,

对 Λ∈Ρ= Ρn- 1
, 满足ΛΛ′= Χ的 Λ′的集是 R

n- 1中以 sinΧ为半径的球面, 此时 d Λ′是该球面的面

积元素.

若 f ∈X p (Ρ)有如下的球调和展开 f (Λ)～ ∑
∞

k= 0
Y k (f ; Λ) , 则由 (见[1 ])

S Χ(f ; Λ)～ ∑
∞

k= 0
R

Κ
k (co sΧ) Y k (f ; Λ) , 　T Θ(f ; Λ) = ∫

Π

0
ΥΘ(Χ)S Χ(f ; Λ) sin

2ΚΧd Χ

可得展开式

T Θ(f ; Λ)～ ∑
∞

k= 0

ΚΘ(k ) Y k (f ; Λ) , (4)

其中

ΚΘ(k ) = ∫
Π

0
ΥΘ(Χ)R

Κ
k (co sΧ) sin2ΚΧd Χ, R

Κ
k (co sΧ) = G

Κ
k (co sΧ) öG

Κ
k (1). (5)

这样, 就把 (3)定义的卷积表成了乘子算子的形式 (4) , 且其乘子表达式由 (5)给出.

由 (5)与 (2) , 得到

ΚΘ(0) = ∫
Π

0
ΥΘ(Χ)R

Κ
0 (co sΧ) sin2ΚΧd Χ= ∫

Π

0
ΥΘ(Χ) sin2ΚΧd Χ= 1.

　　所以, 由 (3)定义的球面卷积算子族具有乘子族{ΚΘ(k ) }
∞
k= 0且 ΚΘ(0) = 1.

§2　主要结果

下面总假定{T Θ}是 X p (Ρ)上的强逼近过程.

首先, 依据Bu tzer 等人[ 2, 3 ]的证明框架易得

定理1　若存在 Υ(Θ)→O
+ (Θ→Θ0) , 使得

lim
Θ→Θ0

1 - ΚΘ(k )
Υ(Θ) = Σk ≠ 0　 (k ∈N ) ,

则{T Θ}在X p (Ρ)中饱和, 饱和阶是O (Υ(Θ) ) , 且{T Θ}在 X p (Ρ)中的不变元仅由常数组成.

定理2　若{T Θ}在 X p (Ρ)中关于O (Υ(Θ) )饱和, 则存在非零自然数m , 使得

lim
Θ→Θ0

1 - ΚΘ(k )
1 - ΚΘ(m ) = Σk ≠ 0　 (k ∈N ) ,

且

Υ(Θ)～ 1 - ΚΘ(m )　 (Θ→ Θ0).

　　定理3　{T Θ}在 X p (Ρ)上饱和的充要条件是存在自然数m , 使
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lim
Θ→Θ0

1 - ΚΘ(k )
1 - ΚΘ(m ) = Σk ≠ 0　 (k ∈N ) ,

此时{T Θ}的饱和阶为O (1- ΚΘ(m ) ).

现在转入对正核生成的卷积算子的饱和阶的讨论.

定理4　若{T Θ}的核{ΥΘ( t) }为正, 且对0< ∆< Π有

∫
Π

∆
ΥΘ(Χ) sin2ΚΧd Χ= o (1 - ΚΘ(1) )　 (Θ→ Θ0) ,

则{T Θ}关于阶O (1- ΚΘ(1) )饱和.

证明　由[2 ]知, 对每个非负整数 k 有

lim
Χ→0+

1 - R
Κ
k (co sΧ)

1 - R
Κ
1 (co sΧ)

=
k (k + 2Κ)

2Κ+ 1
=
def

Ω(k , Κ) ,

于是, 对Π Ε> 0, ϖ ∆> 0, 使当0< Χ< ∆时, 成立

û (1- R
Κ
k (co sΧ) ) - Ω(k , Κ) (1- R

Κ
1 (co sΧ) ) û≤Ε(1- R

Κ
1 (co sΧ) ) ,

从而

û (1 - ΚΘ(k ) ) - Ω(k , Κ) (1 - ΚΘ(1) ) û

　 = û∫
Π

0
ΥΘ(Χ) { (1 - R

Κ
k (co sΧ) ) - Ω(k , Κ) (1 - R

Κ
1 (co sΧ) ) }sin

2ΚΧd Χû

　≤ Ε∫
∆

0
ΥΘ(Χ) (1 - R

Κ
1 (co sΧ) ) sin2ΚΧd Χ+ (1 + Ω(k , Κ) )∫

Π

∆
ΥΘ(Χ) sin2ΚΧd Χ

　 = o (1 - ΚΘ(1) )　 (Θ→ Θ0) ,

因此

lim
Θ→Θ0

1- ΚΘ(k )
1- ΚΘ(1) = Ω(k , Κ)≠0　 (k∈N ) ,

故由定理1知定理4为真. 证毕.

定理5　设{T Θ}的核{ΥΘ( t) }为正, 则下列论断等价

( i)　对每个非负整数 k , 有lim
Θ→Θ0

1- ΚΘ(k )
1- ΚΘ(1) = Ω(k , Κ) ;

( ii)　lim
Θ→Θ0

1- ΚΘ(2)
1- ΚΘ(1) = Ω(2, Κ) ;

( iii)　∫
Π

0
sin4 Χ

2
ΥΘ(Χ) sin2ΚΧd Χ= o (1 - ΚΘ(1) )　 (Θ→ Θ0) ;

( iv)　∫
Π

∆
ΥΘ(Χ) sin

2ΚΧd Χ= o (1 - ΚΘ(1) )　 (0 < ∆ < Π) (Θ→ Θ0).

证明　 ( i) ] ( ii). 　显然.

若 ( ii)满足, 则当 Θ→Θ0时有 (1- ΚΘ(2) ) - Ω(2, Κ) (1- ΚΘ(1) ) = o (1- ΚΘ(1) ) , 即

∫
Π

0
{ (1 - R

Κ
2 (co sΧ) ) - Ω(2, Κ) (1 - R

Κ
1 (co sΧ) ) }ΥΘ(Χ) sin

2ΚΧd Χ= o (1 - ΚΘ(1) ).

注意到 (1- R
Κ
2 (co sΧ) ) - Ω(2, Κ) (1- R

Κ
1 (co sΧ) ) = -

8 (Κ+ 1)
2Κ+ 1 sin

4 Χ
2

, 便知 ( iii)成立.

( iii) ] ( iv). 　这只须利用不等式
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∫
Π

∆
ΥΘ(Χ) sin2ΚΧd Χ≤ 1

sin
4 ∆

2
∫

Π

0
sin4 Χ

2
ΥΘ(Χ) sin2ΚΧd Χ.

　　 ( iv) ] ( i). 　这是定理4所证明的. 定理5证毕.

定理5就是著名的 T u resky 等价定理在球面上的推广. 它揭示了: 对球面卷积而言, 超球

多项式起着对应于一元卷积中 co sine 函数的作用.

称定理5中的四个等价条件为球面 T u resky 条件.

§3　应　用

1. 　球面 de L a V allée Pou ssin 算子

V m (f ; Λ) =
1

ûΡn- 2û∫Ρ
f (Λ′) vm (ΛΛ′) d Λ′, (6)

其中 f ∈X p (Ρ) , 核函数 vm ( t) =
1
Im

(co s
t
2

) 2m (m ∈N ) , 数 Im 取得使

∫Ρ
vm (ΛΛ′) d Λ′= ûΡn- 2û.

　　显然, {vm ( t) }是一正核, 且是逼近恒同的.

由于 vm ( t)是一个m 阶的偶三角多项式, 所以V m (f ; Λ)是一个m 阶的球面多项式.

引理1　对于0< ∆< Π, 有∫
Π

∆
vm (Χ) sin2ΚΧd Χ= o ( 1

m
) (m →∞).

　　证明　因为

Im = ∫
Π

0
co s2m Χ

2
sinn- 2Χd Χ= 2n- 1∫

Π
2

0
sinn- 2Χ(co sΧ) 2m + n- 2

d Χ

= 2
n- 2

B (n - 1
2

,m +
n - 1

2
)～ m

- n- 1
2 　 (m →∞) ,

所以

∫
Π

∆
vm (Χ) sin2ΚΧd Χ≤ 1

Im∫
Π

∆
co s2m Χ

2
d Χ≤ Π

Im
(co s

∆
2

) 2m

　≤ cm
n- 1

2 (co s
∆
2

) 2m
= o ( 1

m
)　 (m →∞).

　　引理2　当m →∞时, 有1- Κm (1) = O ( 1
m

) , 其中 Κm (1) = ∫
Π

0
vm (Χ)R

Κ
1 (co sΧ) sin2ΚΧd Χ.

证明　注意到 R
Κ
1 (co sΧ) = 1- 2sin

2 Χ
2

, 即得

1 - Κm (1) =
2
Im∫

Π

0
co s2m Χ

2
sin2 Χ

2
sin2ΚΧd Χ=

2
2Κ+ 2

Im ∫
Π
2

0
sin2Κ+ 2Χco s2m + 2ΚΧd Χ

=
22Κ+ 1

Im
B (2Κ+ 3

2
,

2m + 2Κ+ 1
2

) = (n - 1) 1
m + n - 1

= O ( 1
m

)　 (m →∞).

　　由引理1, 引理2及定理4得到
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定理6　由 (6)定义的球面卷积算子列{V m }
∞
m = 1在X p (Ρ)中饱和, 饱和阶为O ( 1

m
).

2. 　球面 Jack son2M atsuoka 卷积算子

J Τ, r, s (f ; Λ) =
1

ûΡn- 2û∫Ρ
f (Λ′) K Τ, r, s (ΛΛ′) d Λ′, (7)

其中 f ∈X p (Ρ) , 核函数 K Τ, r, s ( t) =
1

C Τ, r, s
(sin

2r Τt
2

ösin
2s t

2
) , Τ∈N , 而 r, s 是固定的自然数且满足

2r≥2s> Β+ n- 1 (Β≥0) , 取数C Τ, r, s使得∫Ρ
K Τ, r, s (ΛΛ′) d Λ′= ûΡn- 2û.

　　称{K Τ, r, s ( t) }为球面 Jack son2M atsuoka 核. 它是正核.

因为 K Τ, r, s ( t) 是一个 rΤ2s 阶的偶三角多项式, 所以 J Τ, r, s (f ; Λ) 是一个 rΤ2s 阶的球面多项

式.

当 r= s 时, J Τ, r, s (f ; Λ)就是 s (Τ- 1)阶的球面 Jack son 多项式 (见[4 ]).

引理3　当2s≥n+ 2时, 有

∫
Π

0
sin

4 Χ
2

K Τ, r, s (Χ) sin
2ΚΧd Χ= o (1 - ΚΤ(1) ) = o ( 1

Τ2 )　 (Τ→∞).

　　证明　因为 1 = ∫
Π

0
K Τ, r, s (Χ) sin

2ΚΧd Χ=
1

C Τ, r, s∫
Π

0

sin
2r ΤΧ

2

sin2s Χ
2

sin
2ΚΧd Χ, 所以

C Τ, r, s= ∫
Π

0

sin
2r ΤΧ

2

sin
2s Χ

2

sin
2ΚΧd Χ= 2

2Κ∫
Π

0

sin
2r ΤΧ

2

(sin
Χ
2

) 2s- 2Κ
co s

2Κ Χ
2

d Χ

～∫
Π

0

sin
2r ΤΧ

2

( Χ
2

) 2s- 2Κ
co s

2Κ Χ
2

d Χ= 2Τ2s- 2Κ- 1∫
ΤΠ
2

0

sin
2r

u
u

2s- 2Κco s
2Κ u

Τd u

～ Τ2s- 2Κ- 1
= Τ2s- n+ 1　 (Τ→∞).

从而

1 - ΚΤ(1) = ∫
Π

0
K Τ, r, s (Χ) (1 - R

Κ
1 (co sΧ) ) sin

2ΚΧd Χ

=
1

C Τ, r, s∫
Π

0

sin
2r ΤΧ

2

sin2s Χ
2

õ 2sin
2
sin

2 Χ
2

sin
2ΚΧd Χ

=
2

C Τ, r, s∫
Π

0

sin
2r ΤΧ

2

(sin
Χ
2

) 2s
sin2ΚΧd Χ

～ Τ- 2s+ n- 1 õ Τ2s- 2- n+ 1
= Τ- 2　 (Τ→∞).

最后得到

∫
Π

0
sin

4 Χ
2

K Τ, r, s (Χ) sin
2ΚΧd Χ=

1
C Τ, r, s∫

Π

0

sin
2r ΤΧ

2

(sin
Χ
2

) 2s- 4
sin

2ΚΧd Χ
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　～
Τ- 2s+ n- 1 õ Τ2s- 4- n+ 1

= Τ- 4　 (2s > n + 2)

Τ- 2s+ n- 1
= Τ- 3 　　　　　 (2s = n + 2)

　 = o (Τ- 2) = o (1 - ΚΤ(1) )　　 (Τ→∞).

引理3证毕.

由引理3知, 核{K Τ, r, s ( t) }满足球面 T u resky 等价条件 ( iii) , 故得

定理7　由 (7) 定义的球面卷积算子列{J Τ, r, s}
∞
Τ= 1当2r≥2s≥n+ 2时, 以阶O ( 1

Τ2 ) 在 X p (Ρ)

中饱和.
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Saturation Order of Spher ica l Convolution Operators

Y ang R uy ue　　X iong J ingy i
(D ep t. of M ath. , N ingxia U niv. , Yinchuan 750021)

Abstract

In the paper w e give a genera lm ethod fo r determ in ing sa tu ra t ion o rder fo r spherica l con2
vo lu t ion opera to rs, and illu st ra te tw o exam p les.

Keywords　spherica l convo lu t ion opera to r, m u lt ip lier opera to r, sa tu ra t ion o rder.
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