
第17卷第3期 数 学 研 究 与 评 论 V o l. 17 N o. 3
1 9 9 7 年 8 月 JOU RNAL O F M A TH EM A T ICAL R ESEA RCH AND EXPO S IT ION A ug. 1 9 9 7

经典公理集合论系统与中介公理集合论系统
之间的包含关系

Ξ

张　东　摩
(南京航空航天大学计算机系, 210016) 　

肖　奚　安
(空军气象学院数学教研室, 南京市)

摘　要　本文首先在中介公理集合论系统M S 中构造出 Peano 自然数系统, 以此为

基础重新定义了M S 中的良集概念, 证明了新定义的良集满足经典公理集合论系统 ZFC -

(ZFC 中去掉正则公理的集合论系统) 的全部公理, 从而说明经典公理集合论系统 ZFC - 为中

介公理集合论系统M S 的子系统.
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关于中介数学是否包含经典数学的问题曾有过争议. 文[1 ]曾提出质疑, 文[2 ]就逻辑的包

含关系问题给出了肯定的答复, 说明经典二值逻辑是中介逻辑的子系统. 就中介公理集合论与

经典公理集合论的关系问题, 文[3 ]中曾作过初步阐述, 该文在中介公理集合论系统M S 中定

义了一种良集的概念, 证明了这样的良集满足与 ZFC
- (经典公理集合系统 ZFC 中去掉正则公

理得到的集合论系统)的九条公理相类似的九条定理, 从而说明M S 中的良集具有某些与经典

集合相类似的性质, 但这仍不能充分说明M S 包含 ZFC (或 ZFC
- ). 本文通过在M S 中重新定

义良集的概念, 证明了这样的集合完全满足经典公理集合论系统 ZFC
- 的全部公理, 且其配套

的逻辑关系恰好为文[2 ]中构造的中介逻辑的二值子系统, 从而最终回答了中介数学与经典数

学的包含关系问题.

本文以文[3 ]的前四节为基础, 但独立于该文的以后各节.

1　M S 中的自然数系统

定义1　在M S 中

Ind (x ) = dfM (a)∧Á ∈a∧Π x (x ∈a] x
+ ∈a) ,

这里M 为M S 的常谓词,M (a)表示 a 为小集, 称满足 Ind (a)的集合 a 为归纳集.

引理1　在M S 中3 ϖ a ( Ind (a)∧Π x (x ∈aΖ Π y ( Ind (y ) ] x ∈y ) ) ).

定义2　在M S 中 Ξ(a) = df Ind (a)∧Π x (x ∈aΖ Π y ( Ind (y ) ] x ∈y ) ) ).

定义3　在M S 中N (a) = dfϖ b (Ξ(b)∧a∈b).
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引理2　在M S 中3 Π x (N (x ) ] dis (x ) ).

定理1　在M S 中

1)　3 N (Á ) ;

2)　3 Π x (N (x ) ] N (x
+ ) ) ;

3)　3 Π x (N (x ) ] (x = Á ∨ϖ y (N (y )∧x = y
+ ) ) ) ;

4)　3 Π x Π y ( (N (x )∧N (y )∧x
+ = y

+ ) ] x = y ) ;

5)　3 Π x (N (x ) ] 由 (x
+ = Á ) ).

证明　只证4) , 其余略.

设N (x ) ∧N (y ) ∧x + = y + , 则存在集合a , b, 使x ∈a ∧Ξ(a) 及y ∈b∧Ξ(b). 由 Ind (a)

及 Ξ(b) 有 y ∈ a. 再由M (a) 及文[3 ] 中定理 3. 14, 存在下列集合 c = {z ûz ∈ a ∧∪ z + = z }.

因∪ Á + = ∪ (Á ∪ {Á }) = Á , 故 Á ∈ c.

假设 z∈c, 由引理2及结论2)可知:

　∪ (z
+ ) + = ∪ (z

+ ∪{z
+ }) = (∪z

+ )∪ (∪{z
+ }) = z∪z

+ = z∪ (z∪{z }) = z∪{z }= z
+

从而 z
+ ∈c. 故 Ind (c). 由此得 x ∈c 且 y ∈c, 因此 x = ∪x

+ = ∪y
+ = y , 4)得证.

容易看出, 定理1中1) - 5) 即为 Peano 的自然数公理 (见[ 4 ]). 在M S 中, 以此五条性质为

公理, 以文[2 ]中所构造的一阶逻辑系统为配套逻辑, 即可在M S 中推出所有自然数性质, 特别

地, 在M S 中可以证明下文所需的自然数的归纳原理及递归原理等结论.

本文约定用m , n , k 表示自然数.

2　ZFC 在M S 中的实现

定义4　在M S 中递归定义下列记号: ∪0
x = dfx ; ∪n+ 1

x = df∪ (∪n
x ).

定义5　在M S 中

w (x ) = dfdis (x )∧M (x )∧Π nΠ y (y∈∪n
x ] dis (y )∧M (y ) ) ,

称满足w (x )的集合 x 为良集.

定理2　在M S 中3 w (x ) Ζ Π y (y∈x ] w (y ) )∧dis (x )∧M (x ).

证明　“] ”通过对自然数 n 施行归纳法, 可以证明对任何 y ∈x 及任何自然数 n , 下式成

立:

Π z (z ∈∪n
y ] z ∈∪n+ 1

x ). (3 )

　　现设w (x ) , 从而有 dis (x ) ∧M (x ). 任设 y ∈x , 由w (x ) 的定义知 dis (y ) ∧M (y ) , 且对

任意的自然数 n 及任意集合 z∈∪n
y , 由 (3 )可知 z∈∪n+ 1

x , 从而 dis (z )∧M (z ) , 故w (y ).

“α ”　设 x 满足Π y (y∈x ] w (y ) )∧dis (x )∧M (x ) , 通过对 n 施行归纳法可以证明

Π z (z ∈∪n
x ] w (z ) ) (3 3 )

从而有

dis (x )∧M (x )∧Π nΠ y (y∈∪n
x ] dis (y )∧M (y ) ) ,

亦即w (x )成立. □

上列定理表明, 本文定义的良集概念不同于文献[ 3 ]第五节中定义的良集概念, 前者具有
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遗传性, 即

w (x ) ] Π y (y ∈x ] w (y ) ) ,

而后者不具有遗传性. 众所周知, 在经典集合论系统 ZFC 中, 任何集合均具有遗传性, 即若 x

为 ZFC 中的集合, 则 x 的所有元素也是 ZFC 中的集合. 下文定理3将指出, 本文定义的良集满

足 ZFC
- 的全部公理.

为方便起见, 本文约定, 在M S 中凡使w (x )成立的集合 (即良集)均以希腊小写字母表示.

定理3　在M S 中,

1)　3 Π ΑΠ Β(Π Χ(Χ∈Α] Χ∈Β) ] Α= Β) ;

2)　3 Π ΑΠ Βϖ ΧΠ ∆(∆∈ΧΖ (∆= Α∨∆= Β) ) ;

3)　3 ϖ ΑΠ Β(由 (Β∈Α) ) ;

4)　3 Π Αϖ ΒΠ Χ(Χ∈ΒΖ ϖ ∆(∆∈Α∧Χ∈∆) ) ;

5)　3 Π Αϖ ΒΠ Χ(Χ∈ΒΖ Π ∆(∆∈Χ] ∆∈Α) ) ;

6)　设A (x , y )为只含谓词∈及形式符号由、] 、∧、∨、ϖ、Π、= 的合式公式, 则

3 Π ΑΠ ΒΠ Χ(A (Α, Β)∧A (Α, Χ) ] Β= Χ) ] Π Αϖ ΒΠ Χ
(Χ∈ΒΖ ϖ ∆(∆∈Α∧A (∆, Χ) ) ) ;

7)　3 ϖ Α(Á ∈Α∧Π Β(Β∈Α] Β+ ∈Α) ) ;

8) 　3 Π Α(Π ΒΠ Χ(Β∈Α∧Χ∈Α∧由 (Β= Χ) ] 由ϖ ∆(∆∈Β∧∆∈Χ) ) ] ϖ ∆Π Γ(Γ∈Α∧由

(Γ= Á ) ] ϖ ! Χ(Χ∈∆∧Χ∈Γ) ) )

证明　选证6) , 7)

对6) , 记B (x , y )为下列公式:

w (x )∧w (y )∧A (x , y ) ,

由6) 之前提 Π ΑΠ ΒΠ Χ(A (Α, Β) ∧ A (Α, Χ) ] Β = Χ) , 不难验证 U〈x , y〉
B (x , y ) 成立, 从而有

U〈x , y〉
(B (x , y ) ∧w (y ) ) , 由M S 中公理 11 可知, 对任何 Α, 存在集合 b 满足:

M (b)∧b
exa
y

(ϖ x (x ∈Α0∧B (x , y )∧w (y ) ) ) ,

从而有M (b)且

Π y (y ∈ b0Ζ ϖ x (x ∈ Α∧B (x , y ) ∧w (y ) ) ) , (1)

特别地有Π y (y ∈b
0] w (y ) ) , 故

w (b0). (2)

　　对任意 Χ∈b
0, 由 (1)及w (Α)可知, 存在 ∆使 ∆∈Α且B (∆, Χ) , 由B (x , y )的构造可得A (∆,

Χ)成立.

反之, 对任何 Χ, 存在 ∆, 使 ∆∈Α且A (∆, Χ). 从而B (∆, Χ)成立, 故由 (1)即得 Χ∈b
0.

综上可知

Π Χ(Χ∈ b0Ζ ϖ ∆(∆∈ Α∧A (∆, Χ) ). (3)

令 b
0= Β, 结合2) , 3) , 6)得证.

对7) , 由结论1) 及Á 在M S 中的定义易证Π Α由 (Α∈Β) ] Β= Á , 因此Á 亦可以看成是经

典公理集合论中的空集. 由结论2) , 4) 可知, 对任何良集 Β, Β+ = Β∪{Β}也为良集, 因此后继集

的定义也与经典集合论一致. 下证7) 成立. 由引理1, 存在集合 a , 使 Ξ(a ). 由M (a) 及文献[ 3 ]
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中定理3. 14知, 存在集合 b, 使M (b) 且 b = {x ûx ∈ a ∧w (x ) }, 因Π x (x ∈ b0] w (x ) ) , 故

w (b0). 不难验证 Á ∈ b0 ∧ Π Β(Β∈ b0] Β+ ∈ b0). 令 Α= b0 即得所证. □

3　结　论

容易看出, 上节定理3中之1) - 8) 即为经典公理集合论系统 ZFC 的外延公理、无序对公

理、空集存在公理、并集公理、幂集公理、替换公理、无穷公理、选择公理 (见文献[5 ]). 由于分出

公理可由上列公理推出, 故良集也满足分出公理. 综上所述, 若以定理3之1) - 8) 作为公理, 以

文献[2 ]中所构造的中介逻辑的二值子系统为配套逻辑, 则所构成的形式系统即为无正则公理

的经典公理集合论系统 ZFC
-

, 在这种意义下, 称 ZFC
- 为M S 的子系统. 另一方面, 由于有无

正则公理并不影响 ZFC 作为经典数学的理论基础, 由此可见整个经典数学也能奠基于M S 之

上. 因此说中介数学包括经典数学.
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Inclusion Rela tion sh ip between Classica l Ax iomatic Set
Theory and M ad ium Ax iomatic Set Theory
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Abstract

In th is paper, Peano′s na tu ra l num ber system is con structed in the m edium ax iom atic

set theo ry (M S). Based on th is con struct ion, the defin it ion of w ell2set in M S is redefined,

and it is p roved tha t redefined w ell2set sa t isf ies a ll the ax iom s of ax iom atic set theo ry system

ZFC - (a sub system of ZFC w ithou t the regu lar ax iom ). It is concluded, therefo re, tha t the

classica l ax iom atic set theo ry system ZFC - is a sub system of the m edium ax iom atic set theo2
ry system M S.

Keywords　ax iom atic set theo ry, m edium ax iom atic set theo ry.
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