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某些四次多项式微分系统的定性研究
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王　树　禾
(中国科学技术大学数学系, 合肥230026)

摘　要　本文研究从化学反应动力学中提出的四次微分系统, 得出其有限奇点的全

局渐近稳定性和极限环的存在性与不存在性, 用 PB 规范形方法讨论了Hopf 分叉.
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1　问　题

六十年代末, 化学家发现化学振荡现象, 1977年, 化学家 I. P rigogine 提出耗散结构理

论[ 1 ]
, 化学与生物化学中的振荡现象越来越受到科学家的关注, 一些数学家也介入了这一研

究, 建立了非平衡态化学反应动力学的若干数学模型[ 2, 3 ]
; 核心问题是稳定极限环的有无, 它与

反应能否持续以及新陈代谢、呼吸、血液循环以及生物钟等生命现象有实质性关联.

已经证明[ 6 ]
, 只有两种中间产物的反应系统, 每个基元反应只有单分子或双分子参与, 则

无围绕初等奇点的稳定极限环, 本文只讨论3分子以上的多分子反应.

1)　广义B ru ssel 振子模型

化学反应机理为

A →
k1

X , B + X →
k2

Y + D , nX + m Y →
k3

(m + n)X , X →
k4

E ,

其中初始物质A , B 和最终产物D , E 的浓度 aλ, bλ, dθ, eγ 是可控常数, 中间产物 X , Y 的浓度为

xθ ( tγ) , yθ ( tγ) , tγ为时间, 于是其数学模型为

d xθ
d tγ= k 1aλ- (k 2bλ+ k 4) xθ+ k 3xθn

yθm
,

d Yϖ

d tγ = k 2bλxθ- k 3xθn
yθm , 　m , n∈N .

上述方程组可化成

d x
d t

= a- (b+ 1) x + x
n
y

m
,

dy
d t

= bx - x
n
y

m
.

　　 (a , b; n ,m )

2)　多分子生化反应模型
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化学反应机理为

A →
k1

X , nX + m Y →
k2

(n+ m ) Y , Y→
k3

P (输出).

其数学模型如下:

d x
d t

= 1- x
n
y

m
,

dy
d t

= Αy (x
n
y

m - 1) ,
　　 (Α; n ,m )

[2 ]研究了 (a , b; 2, 1) , [ 3 ]研究了 (Α; 1, 2) , 本文研究 (a , b; 3, 1) , (a , b; 1, 3) , (Α; 1, 3) , (Α;

3, 1).

2　 (a , b; 3, 1)的奇点

1)　有限奇点

Π a∈ (0, + ∞) , b 为参变量, x , y≥0; 在第一象限内有唯一的有限奇点 (x 0, y 0) = (a ,
b
a2 ).

令 x = Ν+ a , y = Γ+
b
a2 , 则 (a , b; 3, 1)变成

d Ν
d t

= (2b - 1) Ν+ a3Γ+ (3b
a

Ν2 + 3a2ΝΓ+
b
a2 Ν3 + 3aΝ2Γ+ Ν3Γ) , (1)

d Γ
d t

= - 2bΝ- a3Γ - (3b
a

Ν2 + 3a2ΝΓ+
b
a2 Ν3 + 3aΝ2Γ+ Ν3Γ) , (2)

(1) , (2)的线性近似部分的特征根为

Κ1, 2=
1
2

[2b- (1+ a
3)± [2b- (1+ a3) ]2- 4a3 ,

( i)　b=
1
2

(1+ a
3)时, (x 0, y 0)是中心还是焦点需要进一步判定;

( ii)　b∈ (0,
1
2

(1+ a
3- 2a

3
2 ) ]时, (x 0, y 0)是稳定结点;

( iii)　b∈ ( 1
2

(1+ a
3- 2a

3
2 ) ,

1
2

(1+ a
3) )时, (x 0, y 0)是稳定粗焦点;

( iv)　b∈ ( 1
2

(1+ a
3) ,

1
2

(1+ a
3+ 2a

3
2 ) )时, (x 0, y 0)是不稳定粗焦点;

(v)　b∈[
1
2

(1+ a
3+ 2a

3
2 ) , + ∞)时, (x 0, y 0)是不稳定结点.

2)　无穷远奇点

用 Po incare 变换 x =
1
z

, y =
u
z

(z≠0)得

d u
d Σ = - auz 4 + (b + 1) uz 3 - u 2 + bz 3 - u , (3)

d z
d Σ = - az 5 + (b + 1) z 4 - uz , (4)

其中d t
z 3 = d Σ; (3) , (4) 线性近似系统的特征根是0和- 1, 所以 (u , z ) = (0, 0) 是 Лияпунов型奇
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点. 由 (4) 知, z = 0, 即 u 轴是轨线, 且由 (3) 知, 在 u 轴上 (z = 0时) d u
d Σ在原点附近与 u 反号,

故在 u 轴上, 轨的方向是趋于 (0, 0)的.

设 u= u (z )是下面函数方程的解:

- auz 4 + (b + 1) uz 3 - u 2 + bz 3 - u = 0, (5)

u (0) = 0, (6)

于是对 (5) , 求 d
d z

,
d 2

d z 2 ,
d 3

d z 3得

　- 4auz
3- au′z 4+ (b+ 1) u′z 3+ 3 (b+ 1) uz

2- 2uu′+ 3bz
2- u′= 0, (7)

　- 8au′z 3- 12auz
2- au″z 4+ (b+ 1) u″z 3+ 6 (b+ 1) u′z 2

+ 6 (b+ 1) uz - 2u′2- 2uu″+ 6bz - u″= 0, (8)

　- 12au″z 3- 36au′z 2- 24auz - auÊz
4+ (b+ 1) uÊz

3+ 9 (b+ 1) u″z 2+ 18 (b+ 1) u′z

+ 6 (b+ 1) u - 6u′u″- 2uuÊ+ 6b- uÊ= 0. (9)

由 (6) , (7)知, u′(0) = 0; 由 u (0) = u′(0) = 0及 (8) 知, u " (0) = 0; 由 u (0) = u′(0) = u" (0)

= 0及 (9)知, uÊ(0) = 6b; 于是, u= u (z )的M aclau rin 级数为

u = u (z ) = bz 3 + (z 4) , (10)

其中 (z
m )表示次数不低于m 的各项之和. 把 (10)代入 (4)的右端得

- az 5 + (b + 1) z 4 - uz = z 4 + (z 5) , (11)

由[7 ]ch. 4定理2. 1或[5 ]ch. 2定理7. 1, (u , z ) = (0, 0)是鞍结点.

下面分析 y = + ∞处的性态. 令 x =
v
z

, y =
1
z

(z≠0) ,

d v
d Σ = az 4 - (b + 1) vz 3 + v 3 - bv 2z 2 + v 4, (12)

d z
d Σ = - bvz 4 + v 3z , (13)

其中d t
z 3 = d Σ, 求得 (引用[6 ]中记号)

( (Η) = - sinΗco s
3Η, R (Η) = co s

4Η,

Η= 0是 ( (Η) = 0的一重根, 且在 Η= 0处 ( ′R = - 1, 所以沿 Η= 0方向趋于 (0, 0) 的轨线是唯一

的, 由 (13) , z ≡0即 v 轴是轨, 故此唯一轨线即 v 轴, 由 (12) , v 轴正半轴做为轨, 其走向向右

(与轴向一致) ; 又 Η∈ (0,
Π
2

)时, ( (Η)≠0, 这些方向上 (Η∈ (0,
Π
2

) )无轨线趋于 (0, 0) ; 而 Η=
Π
2

时, 由 (13) ,
d z
d Σ= 0, 由 (12) ,

d v
d Σ> 0, 所以在正半 z 轴上, 方向场方向向右, 指向第一象限内部.

综上所述, 无穷远点处没有“汇”.

3　 (a , b; 3, 1) 的 Hopf 分叉

下面用 Po incare2B irkhoff 的 PB 规范形分法判别 b=
1
2

(1+ a
3) 时 (a , b; 3, 1) 在第一象限

的奇点是中心还是细焦点, 为此, 令
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X = 2 2 bΝ+ 2 (2b- 1) Γ,

Y = 2 a
3
2 Γ,

Ν= m X + nY ,

Γ= lY ,

其中

m =
1

2 (1+ a3)
, n=

- a
3ö2

2 (1+ a3)
, l=

1

2 a
3ö2.

仍用 x , y 记X , Y

xα= Βy + 2 Υ(x , y ) ,

yα= - Βy - 2 a
3
2 Υ(x , y ) ,

其中 Β= a
3
2 ,

　　　Υ(x , y ) = (m x + ny ) [
3bm

a
x + (3bn

a
+ 3a

2
l) y +

bm 2

a2 x
2+ (2bm n

a2 + 3am l) xy

　+ (bn2

a2 + 3an l) y
2+ ⋯ ],

“⋯”表示高于2次的项, 令

　　　　f (x , y ) = -
2

Β (m x + ny ) [
3bm

a
x + (3bn

a
+ 3a

2
l) y +

bm 2

a2 x
2

　+ (2bm n
a2 + 3am l) xy + (bn2

a2 + 3an l) y
2 ],

　　　　g (x , y ) = - a
3
2
f (x , y ).

于是可以算出:

　　　　g x x (0, 0) = 2
6bm 2

a
,

　　　　g x x y (0, 0) = 2 (6bm 2n
a2 + 6am

2
l) ,

　　　　g x y y (0, 0) = 2 (6bm n2

a2 + 12am n l) ,

　　　　g y y y (0, 0) = 2 (6bn3

a2 + 18an
2
l).

　　g x x x (0, 0) = 2
6bm 3

a2 ,

　　g x x y (0, 0) = 0,

　　g y y (0, 0) = 2 (6bn2

a
+ 6a

2
n l) ,

记

Α= [ f x x x + f x y y + g x x y + g y y y + f x y (f x x + f y y ) - g x y (g x x + g y y ) - f x x g x x + f y y g y y ] (x , y ) = (0, 0) ,

(14)

由 PB 规范形理论知, Α> 0时, (0, 0) 是稳定细焦点, Α< 0时, (0, 0) 是不稳定细焦点; 把上述 g x x

(0, 0)等数据代入 (14)得

Α=
1

a
3ö2 (1+ a3) 2 (3a

- 2+ 6a+ 3a
4) > 0,

故 (a , b; 3, 1)的奇点是稳定细焦点.

由Hopf 分叉定理, 在奇点附近, 当 b∈ ( 1
2

(1+ a
3) ,

1
2

(1+ a
3) + Ε) 时, Ε> 0适当小, 有稳定
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极限环生出, 且当 b→
1
2

(1+ a
3) + 0时, 这种极限环直径趋于零.

4　 (a , b; 3, 1)的旋转向量场和极限环的存在性与不存在性

令 x = Ν+ a , y = Γ+
b
a2 , Νλ= Ν, Γλ= Ν+ Γ, 则

Νλ
õ

= a - (b + 1) (Ν+ a) + (Ν+ a) 3 (Γ+
b
a2 ) , (15)

Γλ
õ

= - Ν, (16)

a- (b1+ 1) (Ν+ a) + (Ν+ a) 3 (Γ+
b1

a2 ) - Ν

a- (b2+ 1) (Ν+ a) + (Ν+ a) 3 (Γ+
b2

a2 ) - Ν
=

Ν2

a2 (b2- b1) (Ν+ a) (Ν+ 2a) ,

而 Ν+ a= x ≥0, 故上式 b2> b1时常正, 在 ΝλΓλ平面与 xy 平面第一象限对应的区域D 上是关于

参数 b 的旋转向量场. 而 ΝλΓλ平面上 (15) , (16)的轨线与 (a , b; 3, 1)的轨线拓扑同胚.

由于 b>
1
2

(1+ a
3)时, 有限奇点是不稳定结点或焦点, 而 xy 平面第一象限无穷远点无汇,

由 Po incare 环域定理, 对于Π a∈ (0, + ∞) , b>
1
2

(1+ a
3) 时, 多项式系统 (a , b; 3, 1) 存在稳定

的极限环. 不难看出极限环是负向 (顺时针)的, 所以在旋转向量场中, b 由 1
2

(1+ a
3)增大时, 稳

定负向极限环直径由零单调扩大, 又由旋转向量场中闭轨不相交定理, 知 b∈ (0,
1
2

(1+ a
3) ]

时, (a , b; 3, 1)无闭轨, 进而可知, 当 b∈ (0,
1
2

(1+ a
3) ]时, 有限奇点是全局渐近稳定的.

总结2—4各节得出下面的定理:

定理1　Π a∈ (0, + ∞) , b∈ (0,
1
2

(1+ a
3) ]时, (a , b; 3, 1) 无闭轨, 奇点 (a ,

b
a2 ) 在第一象限

是全局渐近稳定的; Π a∈ (0, + ∞) , b∈ ( 1
2

(1+ a
3) , + ∞) 时, (a , b; 3, 1) 存在负向的稳定极限

环, 此极限环当 b 增大时, 其直径由零单调扩大.

5　 (a , b; 1, 3) , (Α; 3, 1)和 (Α; 1, 3)

现对 (a , b; 1, 3)、(Α; 3, 1) 和 (Α; 1, 3) 的奇点与无穷远奇点、Hopf 分叉、旋转向量场、中心与

细焦点的判定等进行了与2—4节相似的研究, 得出下面的结论:

定理2　 (a , b; 1, 3) 无闭轨, 在第一象限, 唯一的有限奇点 (a ,
3

b ) 是全局渐近稳定的结

点.

定理3　 (Α; 3, 1) 无闭轨, 在第一象限, 唯一的有限奇点 (1, 1) 是全局渐近稳定的, Α∈ (0,

3
4

]时, (1, 1)是稳定结点, Α∈ ( 3
4

, + ∞)时, (1, 1)是稳定焦点.
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定理4　Π Α∈ (0,
1
2

], (Α; 1, 3) 无闭轨; ϖ Α3 ∈ ( 1
2

, 5) , Α∈ [ Α3 , + ∞) 时, (Α; 1, 3) 无闭

轨; Α∈ ( 1
2

, Α3 )时, (Α; 1, 3)有正向稳定极限环, 此极限环当 Α增大时, 其直径由零单调增大.
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A Qual ita tive Analysis of Som e Polynom ia l D ifferen tia l
System s of D egree 4

W ang S huhe
(D ep t. of M ath. , U STC)

Abstract

In th is paper, w e study som e po lynom ia l d ifferen t ia l system s of degree 4, d iscu ss

( i)　the asym p to t ic stab ility in the la rge of fin ite singu lar po in ts;

( ii)　the Hopf b ifu rca t ion s;

( iii)　the ex istence and nonex istence of lim it cycles.

Keywords　 the asym p to t ic stab lity of the la rge, PB 2no rm al fo rm , Hopf b ifu rca t ion, w eak

focu s, lim it cycle.
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