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平面自治系统闭轨的存在性
Ξ

杨　启　贵
(广西师范大学数学与计算机科学系, 桂林541004)

摘　要　本文研究一般平面自治系统
d x
d t

= P (x , y ) ,
dy
d t

= Q (x , y )

的闭轨的存在性,所得结果不仅较大地推广和改进了已有的结果,而且还可以初步估计闭轨的

存在位置.
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1　引　言

关于平面自治系统的闭轨的存在性研究,国内外学者取得了丰富的成果,如[ 1- 6 ],且这

方面的结果至今仍在各种数学期刊上不断涌现,但绝大部分是关于一些特殊的系统,尤以二次

系统与L ienard型系统为甚. 对于一般的平面自治系统

d x
d t

= P (x , y ) ,
d y
d t

= Q (x , y ) (1)

的讨论极少,仅见文献有[1- 2 ]. 本文从系统 (1)本身出发,运用不同于[1- 2 ]的方法给出系统

(1)存在闭轨的几个充分条件,其中定理1, 2还可初步估计闭轨的存在位置,定理3包括[ 4- 5 ]

相应结果及[6 ]所有结论作为特例.

本文设

( i)　P ,Q : R
2→R 连续,且保证 (1)的解的唯一性,原点是系统 (1)唯一奇点.

( ii)　 y P (0, y ) > 0 (y ≠ 0) ,∫
±∞

0
P (0, y ) d y = + ∞.

( iii)　xQ (x , 0) < 0 (x ≠ 0) ,∫
±∞

0
Q (x , 0) d y = - ∞.

令

f (x , y ) = [P (x , y ) - P (0, y ) ]öQ (x , 0) ,

g (x , y ) = [Q (x , y ) - Q (x , 0) ]öP (0, y ) ,

h (x , y ) = f 2 (x , y ) + g 2 (x , y ) ,

Κ(x , y ) =∫
y

0
P (0, s) d s -∫

x

0
Q (s, 0) d x.
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2　主要结果

定理 1　若 ( i) - ( iii) 成立,且

( iv)　f (x , y ) ≤ 0, g (x , y ) ≥ 0, h (x , y ) > 0, 0 < ûx û , ûy û ν 1.

(v)　ϖ a1 < 0 < a2 使得

　1°　f (x , y ) ≥ 0, g (x , y ) ≤ 0, h (x , y ) > 0, x | [a1, a2 ],

　2°　û f (x , y )Q (x , 0) û < ûP (0, y ) û , x ∈ [a1, a2 ], ûy û 充分大.

(vi)　ϖM ,N > 0使得 sup
a1≤x≤a2

ûy û> N

Q (x , y )
P (x , y ) < M .

(vii)　ϖ N 1 < 0或N 2 > 0使得

　1°Q (x ,N 1) > 0对 x > a2 或者　2°Q (x ,N 2) < 0对 x < a1.

则系统 (1) 至少存在一条闭轨.

证明　经简单计算

d Κ
d t (1)

= P 2 (0, y ) g (x , y ) - Q 2 (x , 0) f (x , y ).

由条件 ( iv) ,对于 0 < c0 ν 1,在闭曲线 Κ(x , y ) = c0上有
d Κ
d t (1)

> 0 (0 < ûx û , ûy û ν 1) ,因此

(1) 的轨线凡与闭曲线Κ(x , y ) ≡c0相交,若当 t增加时都从其内部走向外部,取Κ(x , y ) = c0作

为 Po incaré环域的内境界线L 1.

现构造环域的外境线L 2.

图 1

不妨设 (vii) 2°成立 (若 1°成立类似证明). 取N 3 ≥m ax{N +

1, N 2}. 如图 1,过P 1 (a1,N 3) 作斜率为M 的直线交 x = a2于P 2,

作曲线 Κ(x , y ) = Κ(P 2) 交 x = a2 于另一点 P 3 (a2, y 3) 且 y 3 <

0 (由条件 ( ii) 知只要N 3 足够大即可) ; 再取N 4 ≥m ax{N 3, -

y 3},过P 4 (a2, - N 4) 作斜率为M 的直线交 x = a1于点P 5,过P 5

点作曲线 Κ(x , y ) = Κ(P 5) 必交直线 x = a1 于另一点 P 6 (a1, y 6)

且 y 6 > 0 (只要N 4足够大即可) ,若 P 6在 P 1点之下,则取闭曲线

P 1P 2 ∪P 2P 3∪P 3P 4∪P 4P 5∪P 5P 6∪P 6P 1作为环域的外境线

L 2.

若 P 6 在 P 1之上,则取闭曲线P 1P 2∪ P 2P 3∪ P 3P 4∪ P 4P 5∪ P 5P 7∪ P 7P 0∪ P 0P 1作为

环域的外境线L 2,其中 P 0 是直线 y = N 2 与直线 x = a1 的交点. 事实上

在P 2P 3和P 5P 6及P 5P 7上,根据条件 (v) 1°有d Κ
d t (1)

= P 2 (0, y ) g (x , y ) - Q 2 (x , 0) f (x , y )

< 0,当 x | [a1, a2 ].

在P 1P 2 上, x ∈ [a1, a2 ], y > N ,
d y
d x

< M , 由 (v) 2°, d x
d t

= P (x , y ) = P (0, y ) + f (x ,

y )Q (x , 0) > 0.

在P 4P 5 上, x ∈ [a1, a2 ], y < - N ,由 (vi) ,
d y
d x

< M ,再由 (v) 2°知d x
d t

= P (0, y ) + f (x ,
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y )Q (x , 0) < 0.

在P 3P 4 上,
d x
d t

= P (a2, y ) = P (0, y ) + f (a2, y )Q (a2, 0) ,根据 (v) 2°知d x
d t

< 0.

在P 6P 1 上,
d x
d t

= P (a1, y ) = P (0, y ) + f (a1, y )Q (a1, 0) ,根据 (v) 2°知d x
d t

> 0.

在P 7P 0上,由 (vii) 2°得d y
d t

= Q (x ,N 2) < 0. 所以系统 (1) 的轨线与L 2相遇时均随时间 t的

增加而进入L 2 的内部. 由Bendison2Po incaré环域定理即知定理 1的结论为真.

例 1　微分系统

xα= ay 7 - (x 3 + x y 2 - x ) ,

yα= (1 - x 2 - y 2) y 3 - x ,
(2)

其中 a > 0.

简单计算得原点 (0, 0) 是系统 (2) 唯一奇点,且

P (0, y ) = ay 7, f (x , y ) = - 1 + x 2 + y 2,

Q (x , 0) = - x , g (x , y ) =
1

ay 4 (- x 2 - y 2 + 1).

取 a1 = - 2, a2 = 2,M = 1,N 为充分大正数,N 2 = 1,易验证 ( i) - (vi) , (vii) 2°满足,由定理

1知系统 (2) 至少有一条闭轨.

类似定理 1还可以证明

定理 2　若定理 1条件 ( ( i) - ( iii) , (vi) 成立且

( iv)′　f (x , y ) ≥ 0, g (x , y ) ≤ 0, h (x , y ) > 0, 0 < ûx û , ûy û ν 1.

(v)′　ϖ a1 < 0 < a2 使得

　1°　f (x , y ) ≤ 0, g (x , y ) ≥ 0, h (x , y ) > 0, x | [a1, a2 ];

　2°　û f (x , y )Q (x , 0) û > ûP (0, y ) û , x ∈ [a1, a2 ], ûy û 充分大.

(vii)′　ϖ N 1 < 0或N 2 > 0使得

　1°Q (x ,N 1) < 0对 x > a2 或 2°Q (x ,N 2) > 0对 x < a1,

则系统 (1) 至少存在一条闭轨.

引理 1　设定理 1条件 ( i) , ( iii) , ( iv) 满足,且

( ii)′　y P (0, y ) > 0 (y ≠ 0) , P (0, ±∞) = ±∞,

(v)″　 (v) 1°成立,且有

lim
ûy û→+ ∞
　 sup

a1< x < a2

f (x , y )Q (x , 0)
P (0, y ) < 1.

则系统 (1) 过任意点 (x , y ) 的正半轨绕原点盘旋.

证明　因为由条件 ( iv) 知当 0 < ûx û , ûy û ν 1时有d Κ
d t (1)

= P 2 (0, y ) g (x , y ) - Q 2 (x ,

0) f (x , y ) ≥ 0,所以原点是不稳定的奇点.

根据条件 (v)″可知存在 Ε> 0和N > 0,当 ûy û ≥N 时

f (x , y )Q (x , 0)
P (0, y ) < 1 - Ε.

于是 1 +
f (x , y )Q (x , 0)

P (0, y ) > Ε.
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当 x ∈ [a1, a2 ], ûy û > N 时

　　　ûP (x , y ) û = ûP (0, y ) + f (x , y )Q (x , 0) û

= ûP (0, y ) û 1 +
f (x , y )Q (x , 0)

P (0, y ) ≥ ΕûP (0, y ) û.

即当 x ∈ [a1, a2 ], y > N 时P (x , y ) ≥ΕP (0, y ) ;当 x ∈ [a1, a2 ], y < - N 时P (x , y ) ≤ΕP (0,

y ). 所以总存在N 1 > N ,根据 ( ii)′得

d x
d t

= P (x , y ) ≥ ΕP (0, y ) > 1,当 x ∈ [a1, a2 ], y > N 1;

d x
d t

= P (x , y ) ≤ ΕP (0, y ) < - 1,当 x ∈ [a1, a2 ], y < - N 1.

即在区域{ (x , y ) ûa1 ≤ x ≤ a2, ûy û > N 1}内不会有垂直渐近线.

又由 (v)″知d Κ
d t (1)

< 0,当 x | [a1, a2 ];且

y
d x
d t x = 0

y≠0

= y P (0, y ) > 0,　x
d y
d t x≠0

y = 0

= xQ (x , 0) < 0.

综上所述引理得证.

附注 1　此引理为文[3 ] 中引理 1的推广.

定理 3　若引理条件满足,且

(vii)′　如下条件之一成立

　1°　当 x > 0, y < 0时, f (x , y ) > -
P (0, y )
Q (x , 0) ;且 ϖ N 1 < 0, a

3
2 > a2 > 0使得当 x ≥

a
3
2 有Q (x ,N 1) > 0;

　2°　当 x < 0, y > 0时, f (x , y ) > -
P (0, y )
Q (x , 0) ;且 ϖ N 2 > 0, a

3
1 < a1 < 0使得当 x ≤

a
3
1 有Q (x ,N 2) < 0.

则系统 (1) 至少存在一条闭轨.

证明　如定理 1作环域的内境界线L 1.

图 2

　　现构作外境界线L 2. 不妨设 (vii) 2°成立. 如图 2,根据引理

1知过P 1的正半轨Χ+
P 1
绕原点盘旋,故随时间 t增加Χ+

P 1
依次交正

y 半轴于 P 2, x 正半轴于 P 3, y 负半轴于 P 4, x 负半轴于 P 5. 设 P 5

坐标为 (x 5, 0) ,若 a
3
1 ≤ x 5 < 0,则过 P 5作 x 轴垂线交Χ+

P 1
轨线段

P 1P 2 于 P 6,则取闭曲线 # : P 6P 2P 3P 4P 5∪ P 5P 6作环域的外境线

L 2,此时因在P 5P 6 由 (vii)′2°知d x
d t

= P (0, y ) + f (x , y )Q (x , 0)

> 0.

若 x 5 < a
3
1 ,则取闭曲线 # : P 1P 2P 3P 4P 5∪P 5P 7∪P 7P 1作环

域的外境界线, 因为此时由 (vii)′2°知d x
d t

= P (0, y ) + f (x , y )Q (x , 0) 在P 5P 7 上
d x
d t

> 0, 在

P 7P 1 上,
d y
d t

= Q (x ,N 2) < 0.

根据环域定理得证.
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若 (vii)′1°成立,类似方法证之. 证毕.

例 2　考虑微分方程

xα= y
n
,　n = 1, 3,⋯,

yα= - (x 2 - 5) (y 2 + 1) y n - x.
(3)

易知 (0, 0) 是唯一奇点,且

P (0, y ) = y n , f (x , y ) = 0,

Q (x , 0) = - x , g (x , y ) = (5 - x 2) (1 + y 2).

取 a1 = - 6, a2 = 6,不难验证条件 ( i) , ( ii)′, ( iii) , ( iv) , (v)″, (vii)′成立,根据定理 3知系统 (3)

至少存在一条闭轨.

特殊地,系统 (1) 是下面特殊系统

xα= Υ(y ) ,

yα= - f
� (x , y ) Υ(y ) - g� (x ).

(4)

则有如下推论

推论　如果下列条件成立:

i)　f
� (0, 0) < 0;

ii)　ϖ a < 0 < b,使得当 x < a 和 x > b时 f
� (x , y ) ≥ 0,其中 y ∈R ;

iii)　y Υ(y ) > 0 (y ≠ 0) , Υ(±∞) = ±∞;

iv)　x g� (x ) > 0 (x ≠ 0) ,对于G (x ) =
△

∫
x

0
g (s) d s有G (±∞) = + ∞;

v)　f
� (x , y ) 关于 x , y 是局部L ip sch itz的, Υ(y ) , g

� (x ) 是局部L ip sch itz的;

vi)　如下条件之一成立

　1°　ϖ k > 0及 a3 < a 使得当 x ≤ a3 时, k f� (x , k ) + g� (x ) ≥ 0,

　2°　ϖ k > 0及 b3 > b,使得当 x ≥ b时, - kf� (x , - k ) + g� (x ) ≤ 0.

则系统 (4) 至少存在一条闭轨.

证明　由定理 3立得.

附注 2　若系统 (4) 中 Υ(y ) ≡ y ,则推论则为[6 ]的全部结论,由于文[6 ]包含[4 - 5 ]相

应结论为特例,因此定理 3以[4 - 5 ]相应结果及[6 ] 全部结论为特例.

附注 3　定理 1, 3中条件 ( iv) 是保证系统 (1) 的唯一奇点是局部排斥 ( repu lsive) ,因而它

可以被任何能保证奇点是局部排斥的条件所代替. 由于定理 1, 2的证明是利用构造代数曲线

方法,从而可以初步估计闭轨的位置.

附注 4　若函数 P (x , y ) ,Q (x , y ) 解析,则定理 1—3可进一步得出存在极限的结论.
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Ex istence of Closed Orbits for Autonom ous Planar System

Y ang Q ig u i
(D ep t. of M ath. & Comp t. Sci. , Guangxi N o rm al U niv, Guilin 541004)

Abstract

In th is paper, som e new sufficien t condit ion s are ob ta ined w h ich en su re tha t the au2
tonom ou s p lanar system

xα= P (x , y ) ,　yα= Q (x , y )

has a t least one clo sed o rb it. T he resu lts im p rove and ex tend tho se in [ 4- 6 ], and m ay be

u sed to est im ate fo r rough ly the ex istence p lace of clo sed o rb it.

Keywords　au tonom ou s p lanar system , clo sed o rb it, ex istence.
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