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求解单阶段随机规划的一种光滑逼近法
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摘　要　本文借助某种离散方式把单阶段随机规划问题转化为具有多个约束的确定

性非线性规划, 然后利用极大熵函数方法, 把此确定性规划转化为只带简单约束的非线性规

划, 由此提出了求解这种随机规划的光滑逼近法, 同时给出了该法的收敛性分析, 较好地克服

了因提高离散精度导致约束函数个数迅速增大所带来的求解困难.
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1　引　言

在求解连续型随机变 (向)量的随机规划问题时, 除极少数问题外, 通常采用某种离散化方

法而得到一个 (离散)随机变量序列, 从而将原问题转化为确定性数学规划问题[ 1 ] , 这样可以利

用非线性规划中的一些有效算法进行求解. 然而, 如何克服因离散精度的提高导致约束函数个

数迅速增大给求解带来的困难, 是必须解决的一个问题. 文[ 2 ]利用精确罚函数法思想讨论了

单阶段随机规划的近似求解问题, 最后得到了一个非光滑极小化问题. 这里, 利用极大熵函数

方法[ 3, 4 ]
, 提出了求解单阶段随机规划的一种光滑逼近法, 同时讨论了算法的收敛性. 考虑如下

随机规划

m inf (x ) =∫8
g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) ,

s. t. 　　g i (x , Ξ) ≤ 0, 　i = 1, ⋯,m , (1)

x ∈D ,

其中 Ξ是定义在概率空间 (8 , A , P )上的连续型随机变 (向) 量, A 为 8 上的Bo rel Ρ2域, 8 <

R
r 为有界连通闭集.

文 [1, 5 ]曾对类似问题 (1) 的随机规划问题的有关可测性、稳定性等理论问题做过一些研

究, 因此, 在这里始终假设问题 (1)的解存在. 由[2 ]和[6 ], 在第 k 次迭代时, 把 8 划分为N k 个

子块 S
(k )
j , 且 S

(k)
i ∩S

(k )
j = Á ( i≠j , i, j = 1, ⋯,N k ). 并定义离散随机变量序列{Ν(k )

}如下: 若 Ξ∈

S
(k)
j , 则 Νk = u

(k)
j , 其概率 p

(k )
j = P {Νk = u

(k)
j }= Υ(u

(k )
j ) ∃v

(k)
j , 其中 Υ(u ) 为 Ξ 密度函数, ∃v

(k)
j 为 S

(k )
j

的测度. 从而得到如下确定性非线性规划问题:
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m in∑
N k

j= 1
g 0 (x , u

(k)
j ) p

(k )
j ,

s. t. 　g i (x , u
(k)
j ) ≤ 0, 　j = 1, ⋯,N k , i = 1, ⋯,m , (2)　

x ∈D .

2　替代问题与假设

由[3, 4 ]中的极大熵函数法, 得到问题 (2)的近似替代可微规划问题

m in∑
N k

j = 1

g 0 (x , u
(k )
j ) p

(k)
j ,

s. t. 　G k (x , t) =
1
t

ln [∑
m

i= 1
∑

N k

j = 1
exp { tg i (x , u

(k )
j ) } ] ≤ 0, (3)

x ∈D ,

称G k (x , t)为极大熵函数, t> 0为熵参数.

命题1
[ 3, 4 ]　对任意 x ∈D , 有

h k (x ) ≤G k (x , t) ≤ h k (x ) + ln (m N k ) öt, (4)

其中 h k (x ) = m ax
1≤i≤m

m ax
1≤j≤N k

g i (x , u
(k )
j ).

因此, 对固定 k , 当 t→+ ∞时, G k (x , t)一致收敛于 h k (x ). 为了讨论问题 (3) 的解列收敛到

问题 (1)的解, 作如下假设

A 1)　D 为有界闭凸集, 8 为有界闭连通集, 且问题 (1)的解集非空;

A 2)　g i (x , Ξ)关于 x 为连续可微凸函数, 关于 Ξ为有界可测函数 ( i= 0, 1, ⋯,m ) ;

A 3)　存在 xθ∈D , 使得 g i (xθ , Ξ) < 0对任意 Ξ∈8 成立 ( i= 1, ⋯,m ) ;

A 4)　对 x ∈D , ú¨ x g i (x , Ξ) ú≤∆i (Ξ) , 其中 ∆i (Ξ)为有界可测函数 ( i= 0, 1, ⋯m ).

另外由[5, 6 ], 不难得到: i) {Νk }依分布收敛于 Ξ, ii)对连续函数H (Ξ) , 有

∑
N k

i= 1

H (u
(k )
j ) p

(k )
j - ∫8

H (Ξ) P (d Ξ) , (k →∞) (5)

　　命题2　设 x ( t)→x ( t→+ ∞) , 则G k (x ( t) , t)→h k (x ).

证明　由A 2)有 g i (x ( t) ) → g i (x ) ( i = 1, ⋯,m ). 以及对 a i > 0, bi > 0 有

∑
N

i= 1
a iö∑

N

i= 1
bi ≤∑

N

i= 1

a i

bi
.

那么有

　　　 ûG k (x ( t) , t) - G k (x , t) û

　≤ 1
t

ln [∑
m

i= 1
exp { t (g i (x ( t) ) - g i (x ) ) } ]

　≤ 1
t

ln [m exp { t sup
i

ûg i (x ( t) ) - g i (x ) û} ]

　 =
1
t

lnm + sup
i

ûg i (x ( t) ) - g i (x ) û → 0　 ( t →+ ∞).
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再由命题 1 及

　　ûG k (x ( t) , t) - h k (x ) û ≤ ûG k (x ( t) , t) - G k (x , t) û + ûG k (x , t) - h k (x ) û ,

故有G k (x ( t) , t) → h k (x ) ( t →+ ∞).

3　 收敛性讨论

令

F 0 = f (x ) = ∫8
g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) ,

F k = F k (x ) = ∑
N k

j= 1
g 0 (x , u

(k)
j ) p

(k )
j .

命题 3　 设A 1) 至A 4) 成立, 则 lim F k =
e

F 0, 即 F k 上图收敛到 F 0.

证明　设 x
k → x , x ∈D . 则

　　∑
N k

j = 1
g 0 (x

k
, u

(k)
j ) p

(k )
j - ∫8

g 0 (x , Ξ) P (d Ξ)

　≤∑
N k

j = 1
ú¨ x g 0 (x

k
, u

(k)
j ) úúx

k
- x úp

(k)
j

　　 + û∑
N k

j= 1

g 0 (x , u
(k)
j ) p

(k )
j - ∫8

g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) û → 0 (k →∞).

因此有 lim sup∑
N k

j = 1
g 0 (x

k
, u

(k)
j ) p

(k )
j ≤∫8

g 0 (x , Ξ) P (d Ξ). 即 lim supF k ≤ F 0.

另一方面, 有

∫8
g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) - ∑

N k

j = 1

g 0 (x
k , u

(k )
j ) p

(k)
j

　≤ û∫8
g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) - ∑

N k

j= 1
g 0 (x , u

(k)
j ) p

(k )
j û

　　 + ∑
N k

j = 1

ú¨ x g 0 (x , u
(k)
j ) úúx

k - x úp
(k)
j → 0 (k →∞).

因此有 lim infF k ≥ F 0. 故有 lim F k =
e

F 0.

命题 4　 设A 1) - A 4) 成立, 则 limM k =
k

M . 即集M k 在 Ku rato sw k i 意义下收敛于集M .

其中M 和M k 分别为问题 (1) 与 (2) 的可行解集.

该命题的证明可仿[6 ] 中命题 3. 1, 假设A 4) 和A 2) 与D 的凸性得到. 令

Υ(x ) = ∫8
g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) + ΩM (x ) ,

Υk (x ) = ∑
N k

j= 1
g 0 (x , u

(k)
j ) p

(k )
j + ΩM k

(x ) ,

其中 ΩM (x ) 为集M 的指示函数.

定理 5　 设A 1) - A 4) 成立, 则 Υk (x ) →
e

Υ(x ).
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证明　设 x ∈M , x
k ∈M k 且 x

k → x , 则

∫8
g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) - ∑

N k

j = 1
g 0 (x

k
, u

(k )
j ) p

(k)
j

　≤ û∫8
g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) - ∑

N k

j= 1

g 0 (x
k , u

(k)
j ) p

(k )
j û

　　 + ∑
N k

j = 1
p

(k )
j ûg 0 (x , u

(k )
j ) - g 0 (x

k
, u

(k )
j ) û → 0 (k →∞).

即有 lim infΥk (x
k ) ≥ Υ(x ).

设 x ² M , x
k ∈M k , 且 x

k → x. 则 Υ(x ) = + ∞. 由命题 4 至多有有限个 k 使得 x
k ∈M k (否则,

由 x
k → x 将有 x ∈M ). 因此 Υk (x

k ) = + ∞ (对充分大的 k ).

另一方面, 设 x ∈M , 由命题 4, 存在 x
k ∈M k , 且 x

k → x (k →∞). 因而有

　∑
N k

j= 1
g 0 (x

k
, u

(k)
j ) p

(k )
j - ∫8

g 0 (x , Ξ) P (d Ξ)

　≤∑
N k

j= 1

p
(k )
j ûg 0 (x

k , u
(k )
j ) - g 0 (x , u

(k )
j ) û

　　 + û∑
N k

j= 1
g 0 (x , u

(k)
j ) p

(k)
j - ∫8

g 0 (x , Ξ) P (d Ξ) û → 0 (k →∞).

由此得到 lim sup Υk (x
k ) ≤Υ(x ). 如果 x ² M , 则Υ(x ) = + ∞, 因此对任意 x

k
, 有 lim sup Υk (x

k )

≤ Υ(x ). 由上图收敛性定义有 lim Υk (x
k ) =

e

Υ(x ).

定理6　对充分大的 t 和 k , 问题 (3)是问题 (1)的较好近似解.

证明　由于问题 (2)等价于问题

m in∑
N k

j= 1
g 0 (x , u

(k)
j ) p

(k )
j ,

s. t. 　h k (x ) ≤ 0, x ∈D ,
(6)

假设 x ( t) → xθ ( t →+ ∞) 对固定 k , 其中{x ( t) } 为问题 (3) 的解序列, 由此可得 xθ 为问题

(6) (亦即问题 (2) ) 的解. 事实上, 只要证明 xθ 为 (6) 的可行解即可. 倘若 h k (xθ > 0, 由命题 2, 对

Ε= h k (xθ) ö2, 存在 K 1 > 0, 当 t > K 1 时有G k (x ( t) , t) > h k (xθ) - Ε> 0, 这与 x ( t) 为问题 (3)

的解矛盾.

设{y
k } 为问题 (2) 的解列, xθ 为问题 (1) 的解, 则对Ε> 0, 存在K 2 > 0 (k > K 2) , 有 û f k (y

k )

- f (xθ) û < Εö2. 其中 f k (x ) = ∑
N k

j= 1
g 0 (x , u

(k)
j ) p

(k)
j . 事实上, 易见y

k 为问题 (1) 的可行解. 由式 (5)

有 f (xθ) ≤ f (y
k ) ≤ f k (y

k ) + Εö2. 又由A 2) 及充分大的 k 有 d iam (S
(k )
j ) 足够小 (diam (S

(k)
j ) 为

集 S
(k)
j 的直径) 有 g i (xθ , u

(k )
j ) ≤ 0 (因 xθ 为问题 (1) 的解). 则 xθ 为问题 (2) 的可行解. 所以有

f k (y
k ) ≤ f k (xθ) ≤ f (xθ) + Εö2. 从而, 对充分大的 k 有 û f k (y

k ) - f (xθ) û < Εö2.

假设 x ( t) → y
k (对任意固定 k , x ( t) 为问题 (3) 的解, t →+ ∞). 那么对足够大的 k , 有

û f k (x ( t) ) - f (xθ) û < Ε. 为证此结论, 只要 k > m ax{K 1, K 2} 且足够大, 由式 û f k (x ( t) ) -

f (xθ) û ≤ û f k (x ( t) ) - f k (y
k ) û + û f k (y

k ) - f (xθ) û 即可得知定理结论成立.
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由此可以得到求解问题 (1) 的一个算法模式:

1°　按某种方式划分D , 且选择 u
(k )
j , p

(k)
j 得到问题 (2) (要求N k+ 1 > N k ).

2°　取 t 足够大, 求解问题 (3).

3°　检验算法终止条件.
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A Sm ooth Approx imating M ethod for Solv ing Single
Stage Stochastic Programm ing

W an Z hongp ing　　J i Changm ing
(W uhan U niversity of H ydrau lic and E lectric E rgineering, 430072)

Chen K a iz hou
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Abstract

A sm oo th app rox im at ing m ethod fo r so lving sing le stage stochast ic p rogram s is p ro2
po sed, and the convergence concern ing th is m ethod is sim u ltaneou sly g iven. T he o rig ina l

p rob lem is changed in to a determ ina te non linear p rogram s w ith m any con stra in ts by m ean s of

som e discret izing random variab le w ay, and then the determ ina te p rob lem is tran sfo rm ed in to

a non linear p rogram s w ith on ly sim p le con stra in t m ak ing u se of the m ax im um en tropy p rinci2
p le. T hu s d iff icu lt ies of rap id ly grow ing of the num ber of con stra in ts due to increasing of the

d iscret izing random variab le p recision w ill be overcom ed.

Keywords　 sing le stage stochast ic p rogramm ing, sm oo th app rox im at ing m ethod, ep i2con2
vergence.
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