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单纯形上 Stancu 算子对光滑函数的逼近误差的渐近展开
Ξ

张　春　苟
(首都师范大学数学系, 北京100037)

摘　要　本文定义了m 维空间内一般单纯形上的 Stancu 算子, 并给出了它对光滑函

数的点态逼近误差的高阶渐近公式.
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1　引　言

Stancu 算子是Bern stein 算子的一种推广, 首先在[1 ]内提出并研究. 近年来, 对高维单纯

形上Bern stein 算子的研究有很大进展[ 3 ], [ 4 ], [ 5 ]
. 特别地, [ 6 ], [ 7 ]中建立了高维单纯形上Bern2

stein 算子对高阶光滑函数的点态逼近误差的渐近展开式, 其结果大大推广并深化了经典的

V o ronovska ja 结果. 本文目的是定义m 维 (m ≥2) 空间内一般单纯形上的 Stancu 算子, 并把

[6 ], [ 7 ]的结果拓广到该算子上去.

设 v
( i) ∈R

m
, i = 0, 1, ⋯,m 是仿射意义下相互独立的点, 即{v

( i)
- v

(0)
}

m
i= 1 线性无关. 由此

m + 1 个点做成的最小凸包称为m 维空间中的一般单纯形, 记作 Ρ = [v
(0)

, v
(1)

, ⋯, v
(m )

], Π x

= (x 1, ⋯, x m ) ∈Ρ, 它关于Ρ的重心坐标Κ= (Κ0, Κ1, ⋯, Κm ) ∈R
m + 1

, 这里有x = ∑
m

j= 0
Κj v

( j ) , ∑
m

j= 0
Κj

= 1. 记B Α(Κ) =
ûΑû

Α
=

(Α0 + ⋯ + Αm ) !
Α0!⋯Αm !

ΚΑ0
0 ⋯ΚΑm

m , Α= (Α0, ⋯, Αm ) ∈ Z
m + 1
+ (m + 1 维非负整

向量空间). 对于 Α, 记 x
( i)
Α =

1
n ∑

m

j = 0

(Αj + sq ij ) v
( j )

, q ij =
0 i ≠ j

1 i = j
. Π f (x ) ∈ c (Ρ) , 定义

M
( i)
ns (f ; x ) = ∑

ûΑû= n- s

f (x
( i)
Α )B Α(Κ).

从而单纯形 Ρ上的 Stancu 算子定义为M ns (f ; x ) = ΚM{ ns = ∑
m

i= 0
ΚiM

( i)
ns (f ; x ). s ∈N .

不难验证当参数 s = 0 或 1 时,M ns (f ; x ) 正好是 Ρ上的Bern stein 算子[ 6, 7 ]. 本文的主要结

果放在 3, 而需要的引理在 2.

2　 引 　 理

记 S
( i)
Χ (x ) = n

ûΧû ∑
ûΑû= n- s

(x Α - x ) Χ
B Α(Κ) , Χ∈ Z

m
+ , 则有
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引理 1　

　S
( i)
Χ+ ek (x ) - s (v

( i)
k - x k )S

( i)
Χ (x ) = ∑

m

j = 0

Κj∑
Β≤Χ
Β≠Χ

[n (v
( j )
k - x k ) s

( i)
Β (x ) + S (v

( i)
k - v

( j )
k )S

( i)
Β (x ) ,

　　 - S
( i)
Β+ ek (x ) ]

Χ
Β

(v
( j )

- v
(0) ) Χ- Β　 (ûΧû ≥ 1)

其中 ek ∈R
m 是第 k 个分量为 1 的单位向量,

Χ
Β

=
Χ1

Β1

⋯
Χm

Βm

.

证明　记 g
( i) ( t; x ) = ∑

Χ∈Z
m
+

S
( i)
Χ (x )
Χ!

( t
n

) Χ, x , t ∈R
m , 则

g
( i) ( t; x ) = ∑

ûΑû= n- s

e
(x

(i)
Α - x )õt

B Α(Κ) = e
( s

n v
(i) - x )õt

(∑
m

j= 0
Κje

v
(j )

n õt
) n- s

,

所以有

　　 5g
( i)

5tk
= ∑

m

j= 0
Κj (1 - e

(v
(j )

n - v
(0)

n
)õt

) [
5g

( i)

5tk
+ (x k - v

( j )
k ) g

( i) -
s
n

(v
( i)
k - v

( j )
k ) g

( i) ]

　 -
s
n

(x k - v
( i)
k ) g

( i).

注意到

5g
( i)

5tk
=

1
n ∑

Χ∈Z
m
+

S
( i)
Χ+ ek (x )

Χ!
( t

n
) Χ

, (1)

又

1 - e
(v

(j )

n - v
(0)

n
)õt

= - ∑
Α∈Z

m
+

Α≠0

(v
( j ) - v

(0) )
Α!

( t
n

) Α
,

从而有

　 5g
( i)

5tk
= ∑

Χ∈Z
m
+

(∑
m

j= 0

Κj∑
Β≤Χ

[ (v
( j )
k - x k )S

( i)
Β (x ) +

s
n

(v
( j )
k - v

( i)
k )S

( i)
Β (x )

　 -
1
n

S
( i)
Β+ ek (x ) ]

Χ
Β

(v
( j ) - v

(0) ) Χ- Β
+

s
n

(x k - v
( i)
k )S

( i)
Χ (x ) ) 1

Χ!
( t

n
) Χ

, (2)

比较 (1) 和 (2) 中 ( t
n

) Χ 前的系数便得结论. 证毕.

引理 2

　　　　S
( i)
Χ+ ep (x ) = ∑

m

k , l= 0
Κk Κlv

(k)
p [ (D Κk

- D Κl
)S

( i)
Χ (x )

　 + n∑
m

j= 1
Χj (v

(k)
j - v

( l)
j )S

( i)
Χ- ej (x ) ] + S (v

( i)
p - x p )S

( i)
Χ (x ) ,

其中D Κk
=

5
5Κk

, p = 1, 2, ⋯,m (ûΧû ≥ 1)

证明　经直接计算得

　　　 (D Κk
- D Κl

S
( i)
Χ (x ) = - n

ûΧû ∑
ûΑû= n- s

∑
m

j= 1
Χj (x

( i)
Α - x ) Χ- ej

B Α(Κ) (
5x j

5Κk
-

5x j

5Κl
)
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　 + ∑
ûΑû= n- s

(x
( i)
Α - x ) Χ(

Αk

Κk
-

Αl

Κl
)B Α(Κ) ,

由 x = ∑
m

j = 0
Κjv

( j ) 知
5x j

5Κk
-

5x j

5Κl
= v

(k)
j - v

( l)
j , 从而

　　　　Κk Κl [ (D Κk
- D Κl

)S
( i)
Χ (x ) + n∑

m

j= 1
Χj (v

(k)
j - v

( l)
j )S Χ- ej (x ) ]

　　　　　 = Κl [n
û rû ∑

ûΑû= n- s

B Α(Κ) (x
( i)
Α - x ) Χ(Αk + sq ik - nΚk ) ]

　　　　　　 - Κk [n
û rû ∑

ûΑû= n- s

B Α(Κ) (x
( i)
Α - x ) Χ(Αl + sq il - nΚl) ]

　　　　　　 + n
û rû ∑

ûΑû= n- s

B Α(Κ) (x
( i)
Α - x ) Χ(sq ilΚk - sq ik Κl) ,

两边同乘 v
(k )
p , 并对 k 从 0 到m 求和, 注意到

∑
m

k= 0

(Αk + sq ik - nΚk ) v
(k)
p = n (x

( i)
Α - x ) p ,

得

　　　　∑
m

k= 0
Κk Κlv

(k)
p [ (D Κk

- D Κl
)S

( i)
Χ (x ) + n∑

m

j= 1
Χj (v

(k)
j - v

( l) )S
( i)
Χ- ej (x ) ]

　 = ΚlS
( i)
Χ+ ep (x ) - x p n

ûΧû ∑
ûΑû= n- s

(x
( i)
Α - x ) Χ

B Α(Κ) (Αl + sq il - nΚl)

　　 + S
( i)
Χ (x )∑

m

k= 0

(sq ilΚk - sq ik Κl) v
(k)
p ,

两边对 l 从 0 到m 求和, 并注意到 ûΑû = n - s 时, ∑
m

l= 0

(Αl + sq il - nΚl) = 0, 则上式化为

　　　　∑
k , l= 0

Κk Κlv
(k )
p [ (D Κk

- D Κl
)S

( i)
Χ (x ) + n∑

m

j = 1
Χj (v

(k )
j - v

( l)
j )S

( i)
Χ- ej (x ) ]

　 = S
( i)
Χ+ ep (x ) + S

( i)
Χ (x )∑

m

k , l= 0

(sq ilΚk - sq ik Κl) v
(k )
p ,

故而

S
( i)
Χ+ ep (x ) = ∑

m

k , l= 0
Κk Κlv

(k)
p [ (D Κk

- D Κl
)S

( i)
Χ (x ) + n∑

m

j= 1
Χj (v

(k)
j - v

( l)
j )S

( i)
Χ- ej (x ) ]

　 + s (v
( i)
p - x p )S

( i)
Χ (x ).

证毕.

由 S
( i)
Χ (x ) 的定义经计算易知,

û rû = 0 时, S
( i)
0 (x ) = 1. (3)

再由引理 1 或引理 2 不难求得,

　ûΧû = 1 时, S
( i)
ek (x ) = s (v

( i)
k - x k) (4)

　ûΧû = 2 时, S
( i)
ek+ eΚ(x ) = (n - s)∑

m

j= 0
Κjv

( j )
l v

( j )
k + s2 (v

( i)
l - x l) (v

( i)
k - x k )

　 - (n - s) x kx l. (5)

由引理 1 和引理 2, 对 ûΧû 用数学归纳法可得如下推论
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推论　S
( i)
Χ (x ) 是关于 n 的次数≤ [

ûΧû
2

] 的多项式, 是关于 s 的次数≤ ûΧû 的多项式, 且

ûS
( i)
Χ (x ) û ≤ c (Χ) sûΧû n

[ ûΧû
2 ]

, c (Χ) ≥ 0 是和 Χ有关的常数.

这两个引理合起来, 构成了 S
( i)
Χ (x ) 的递推公式. 若记 S Χ(x ) = ∑

m

i= 0
ΚiS

( i)
Χ (x ) , 则 n

- ûΧû
S Χ(x )

便是算子M ns (f ; x ) 的矩量. 当Ρ为二维标准单纯形 ∃ 时, 即m = 2, v
(0)

= (0, 0) , v
(1)

= (1, 0) ,

v
(2)

= (0, 1). 由 (3) , (4) , (5) 可得[2 ] 中的引理 2. 1.

3　 主要结果

定理　Π f (x ) ∈C
2N (Ρ) (Ρ上 2N 阶连续可微函数空间) , 则

M ns (f ; x ) - f (x ) = ∑
ûΧû≤2N

1
Χ!

D Χf (x )
S Χ(x )

n
ûΧû + os (n

- N ) ,

其中D Χ = D
Χ1⋯D

Χm =
5ûΧû

5x
Χ1
1 ⋯5x

Χm
m

, os (n
- N ) 中的下标 s 指 n →∞时, 无穷小与 s 的取值有关.

证明　由 T aylo r 公式,

　f (x
( i)
Α ) - f (x ) = ∑

ûΧû≤2N
ûΧû≠0

1
Χ!

(x
( i)
Α - x ) Χ

D
Χ
f (x ) + ∑

ûΧû= 2N

1
Χ!

(x
( i)
Α - x ) Χ[D Χ

f (Ωi
Α) - D

Χ
f (x ) ].

这里 Ω( i)
Α = x + Η(x

( i)
Α - x ) , 0< Η< 1. 所以

　　M
( i)
ns (f ; x ) - f (x ) = ∑

ûΑû= n- s

(f (x
( i)
Α ) - f (x ) )B Α(Κ) = ∑

ûΧû≤2N
ûΧû≠0

1
Χ!

S
( i)
Χ (x )
n

ûΧû D Χf (x )

　 + ∑
ûΧû= 2N

1
Χ! ∑ûΑû= n- s

(x
( i)
Α - x ) Χ

[D Χf (Ω( i)
Α ) - D Χf (x ) ]B Α(Κ).

对于 ∆( i) > 0, 写

　 ∑
ûΑû= n- s

(x
( i)
Α - x ) [D Χf (Ω( i)

Α ) - D Χf (x ) ]B Α(Κ) = ∑
úx

(i)
Α - x úc< ∆(i)

⋯ + ∑
úx

(i)
Α - x úc≥∆(i)

⋯,

这里 úx
( i)
Α - x ú c = m ax

1≤j≤m
û (x

( i)
Α - x ) j û. f (x ) ∈C 2N (Ρ) ] Π Ε> 0, ϖ ∆( i) > 0, 当 úx

( i)
Α - x ú c <

∆( i) 时, 有 ûD Χf (Ω( i)
Α ) - D Χf (x ) û < Εö2[c (2Χ) s2ûΧû ]

1
2. 进而推得

　û ∑
úx

(i)
Α - x úc< ∆(i)

⋯û ≤ (Εö2[c (2Χ) s
2ûΧû ]

1
2 ) ∑

ûΑû= n- s

úx
(i)
Α - x úc< ∆(i)

ûx
( i)
Α - x ) ΧûB Α(Κ)

≤ (Εö2[c (2Χ) s
2ûΧû

]
1
2 ) ( ∑

ûΑû= n- s

(x
( i)
Α - x ) 2Χ

B Α(Κ) )
1
2 ( ∑

ûΑû= n- s

B Α(Κ) )
1
2

≤ (Εö2[c (2Χ) s
2ûΧû ]

1
2 ) 1

n
2ûΧûS

( i)
2Χ (x ) )

1
2 ≤ Εö2n

ûΧûö2.

记M Χ = m ax
x∈Ρ

ûD Χf (x ) û , 则

û ∑
úx

(i)
Α - x úc≥∆(i)

⋯û ≤ 2M Χ ∑
ûΑû= n- s

úx
(i)
Α - x úc≥∆(i)

ûx
( i)
Α - x û Χ

B Α(Κ)

　≤
2M Χ

∆( i) ∑
ûΑû= n- s

úx
(i)
Α - x ú≥∆(i)

úx
( i)
Α - x ú cûx

( i)
Α - x û Χ

B Α(Κ)
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　≤
2M Χ

∆( i) ( ∑
ûΑû= n- s

úx
(i)
Α - x úc≥∆(i)

úx
( i)
Α - x ú 2

cB Α(Κ) )
1
2 ( ∑

ûΑû= n- s

úx
(i)
Α - x ú≥∆(i)

(x
( i)
Α - x ) 2Χ

B Α(Κ) )
1
2

　≤
2M Χ

∆( i) (∑
m

j = 1

1
n

S
( i)
2ej (x ) )

1
2 ( 1

n ûΧûS
( i)
2Χ (x ) )

1
2

　≤
2M Χ

∆( i) (∑
m

j = 1
c (2ej ) s2 1

n
)

1
2 c

1
2 (2Χ) s

ûΧû
n

- ûΧû
2 ≤M (Χ,m , s)

∆( i) n
- (ûΧû

2 + 1
2

)

.

对此 ∆( i) 取足够大的 n , 使 1ö∆( i) n
1
2 < Εö2M (Χ,m , s). 从而 û ∑

úx
(i)
Α - x úc≥∆(i)

⋯û < Εö2n
ûΧûö2. 所以,

M
( i)
ns (f ; x ) - f (x ) = ∑

ûΧû≤2N

1
Χ!

S
( i)
Χ (x )
n

ûΧû D Χf (x ) + os (n
- N ).

两边乘 Κi, 关于 i 从 0 到m 求和, 即得结论. 证毕.
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A sym ptotic Form ulae of Approx imation Error for Sm ooth
Function s by Stancu Operator on Sim plex

Z hang Chung ou
(D ep t. of M ath. , Cap ital N o rm al U niversity, 100037)

Abstract

In th is paper, Stancu opera to rs on the genera lized sim p lex in m 2dim en siona l Euclid

space are defined and its h igh o rder asym p to t ic fo rm u lae of po in t w ise app rox im at ion erro r

fo r sm oo th funct ion s is g iven.

Keywords　sim p lex, stancu opera to r, C
2N (Ρ) space, asym po to t ic expan sion.
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