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循环矩阵本原指数的上界估计
Ξ

金　晨　辉
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摘　要　本文给出了循环矩阵本原指数上界的新的估计及一种由级数较低的循环矩

阵的本原指数估计级数较高的循环矩阵的本原指数的方法, 解决了一类循环矩阵本原指数的

计算问题.
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循环矩阵是经常遇到的一类矩阵, 在许多应用问题中占据重要地位. 文献1和文献2解决了

循环矩阵的不可约判定和本原性判定问题, 文献3证明了 n 级本原循环矩阵 E + H
i1+ ⋯+ H

im

的本原指数不大于 nögcd ( i t, n) + gcd ( i t, n) - 2, 从而证明了各行至少有三个非零元的 n 级本

原循环矩阵的本原指数≤nö2. 本文将从新的途径研究本原循环矩阵本原指数的上界估计问

题, 并对上述结果进行改进.

本文中[x ]恒表示实数 x 的整数部分, xm odn 表示整数 x 被 n 除后所得的余数, Z ö(n ) =

{0, 1, ⋯, n- 1}, gcd (k , n ) 表示自然数 k 和 n 的最大公约数, r (A ) 表示本原矩阵A 的本原指

数.

本文用A = H
i1+ ⋯H

im 表示 n 级循环矩阵, 用 E 表示单位矩阵, 其中H = (h ij ) 是取值0, 1

的矩阵且 h ij = 1当且仅当 jm odn= ( i+ 1)m odn. 一般地, 矩阵H 的级数由上下文即可看出.

引理1[ 1, 2 ]　n 级循环矩阵A = H
i1+ ⋯+ H

im 是本原矩阵当且仅当 n , ( i2- i1)m odn , ⋯, ( im

- i1)m odn 互素.

引理2 [ 3 ]　设 n 级循环矩阵A = H
i1 + ⋯+ H

im 是 n 级本原循环矩阵且 i1, ⋯, im 模 n 至少

有三个不同元, 则有 r (A )〈nö2.

引 理 3　设 A = E + H
i1 + ⋯+ H

im 是 n 级本原循环矩阵, 则 r (A ) ≤Α当且仅当

{ (∑
m

i= 1

tia i)modn: ∑
m

i= 1

ti ≤ Α且诸 ti ≥ 0} = Z ö(n).

证明　利用 E + H + H
2+ ⋯+ H

n- 1是全1矩阵即可直接验证.

推论1　设A = E + H
a1+ ⋯+ H

am , B = H
c+ H

ba1+ c
+ ⋯+ H

bam + c均是 n 级循环矩阵且 gcd

(b, n) = 1, 则A 是本原矩阵当且仅当B 是本原矩阵且有 r (A ) = r (B ).

推论2　设A = E + H + H
a1+ ⋯+ H

am , B = E + H + H
n- a1+ 1+ ⋯+ H

n- am + 1均是 n 级循环

矩阵, 则A 是本原矩阵当且仅当B 是本原矩阵且 r (A ) = r (B ).
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证明　在推论1中取 b= c= n- 1即证.

定理1　设 A = E + H
a1 + ⋯+ H

am 为 n 级本原循环矩阵, 又设 a
- 1
1 a1m odn = 1, b =

a
- 1
1 amm odn , 则有

r (A )≤m in{[nöb ]+ b- 2, [nö(n- b+ 1) ]+ n- b- 1}.

证明　设 p = [nöb ], x ∈Z ö(n). 如果 p b≤x ≤n - 1, 则0≤ t= x - p b< b- 1, 故 x = p b+ t

且 p + t≤p + b- 2; 如果0≤x < p b, 记 x = tb+ a 且0≤a< b, 则有0≤ t< p , 从而 a+ t≤b+ p -

2, 这表明

Z ö(n) < { ( tb+ a)m odn: t, a≥0且 t+ a≤b+ p - 2},

故由引理3知 r (E + H + H
b) ≤b+ p - 2. 同理可证 r (E + H + H

n- b+ 1) ≤[nö(n- b+ 1) ]+ n- b

- 1, 但 r (E + H + H
b) = r (E + H + H

n- b+ 1) , 从而

　　　r (A )≤r (E + H + H
b)≤m in{[nöb ]+ b- 2, [nö(n- b+ 1) ]+ n- b- 1}.

定理2　设A = E + H + H
k (2≤k< n)为 n 级循环矩阵, k 整除 n , 则 r (A ) = nök + k - 2.

证明　设 p = nök , 8 m = { ( tk + a)m odn: a , t≥0且 a+ t≤m }. 再设 x ∈8 m , 则存在非负整数

a , t 和整数 c, 使 a+ t≤m 且 x = tk + a+ cn. 记 a= sk+ a′, 其中0≤a′< k. 令 T = (s+ t)m odp , 则

x = xm odn= T k+ a′. 显然 x = n- 1当且仅当 T = p - 1且 a′= k - 1, 此时必有m ≥a+ t≥T + a′

= p + k - 2, 即m < p + k - 2时 Z ö(n)≠8 m , 故由引理3知 r (A )≥p + k - 2, 再由定理1知 r (A )≤

p + k - 2, 从而 r (A ) = nök+ k - 2.

推论　设A = E + H + H
k (2≤k < n)为 n 级循环矩阵, 且 n- k + 1整除 n , 则有

r (A ) = nö(n- k+ 1) + n- k - 1.

定理3　设A = E + H
a1+ ⋯+ H

am 是 n 级本原循环矩阵, 又设 gcd (am , n) 级循环矩阵 E +

H
a1+ ⋯+ H

am - 1的本原指数为 Α, 则有 r (A )≤nögcd (am , n) + Α- 1.

证明　设 b= gcd (am , n) , p = nöb. 又设 x ∈Z ö(n) , 则存在非负整数 t, a , 使 x = tb+ a 且0≤

a< b, 则0≤t< p. 因A 是 n 级本原循环矩阵, 故由引理1知

gcd (a1, ⋯, am - 1, b) = gcd (a1, ⋯, am , n) = 1,

故由引理1知 b 级循环矩阵 E + H
a1+ ⋯+ H

am - 1是本原矩阵, 再由题设知其本原指数为 Α, 故由

引理3知存在非负整数 t1, ⋯, tm - 1和整数 d , 使 t1+ ⋯+ tm - 1≤Α, 且有 a= t1a1+ ⋯+ tm - 1am - 1+

d b, 故

x = (d + t) b+ t1a1+ ⋯+ tm - 1am - 1,

因 b= gcd (am , n) , 故存在非负整数 e< p , 使 eamm odn= (d + t) bm odn , 从而有

x = ( t1a1+ ⋯+ tm - 1am - 1+ eam )m odn

且 t1+ ⋯+ tm + e≤Α+ p - 1, 这表明

Z ö(n) < { (∑
m

i= 1

tia i)modn: 诸 ti ≥ 0 且∑
m

i= 1

ti ≤ Α+ p - 1},

故由引理3知 r (A )≤Α+ p - 1= nögcd (am , n) + Α- 1.

推论　设A = E + H
a1+ ⋯+ H

am 为 n 级本原循环矩阵, 如果0, a1, ⋯, am - 1模 gcd (am , n ) 至

少有三个不同元, 则 r (A )≤nögcd (am , n) + [gcd (am , n) ö2 ]- 1.

证明　由引理2知 gcd (am , n) 级本原循环矩阵 E + H
a1 + ⋯+ H

am - 1的本原指数≤gcd (am ,

n) ö2, 再由定理3即证本推论.
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例　设 n= 2k , 则 n 级循环矩阵A = E + H + H
k
+ H

n- 1的本原指数≤[nö4 ]+ 1.

证明　不妨设 k > 2, 则0, 1, n- 1模 k 互不相同, 且 gcd (k , n) = k , 故由定理3推论知

r (A )≤nögcd (k , n) + [gcd (k , n) ö2 ]- 1= [nö4 ]+ 1.
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Estimates for the Upper Bounds of Pr im itive Exponen t
of C irculan tM atr ices

J in Chenhu i
(PLA E lectron ic T echnical Co llege, Zhengzhou 450004)

Abstract

In th is paper, w e give est im ates fo r the upper bounds of p rim it ive exponen t of circu lan t

m atrices, g ive an app roach to est im ate the p rim it ive exponen t of a circu lan t m atrix u sing the

p rim it ive exponen t of a rela ted circu lan t m atrix w ith low er o rder, and com pu te the p rim it ive

exponen ts of a class of circu lan t m atrices.

Keywords　circu lan t m atrix, p rim it ive exponen t.
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