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分子格上伪补的构造
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摘　要　本文给出了分子格上伪补的构造定理, 并证明了当一个非平凡分子格上有

伪补, 其既约因子上并不一定存在伪补, 但其准既约因子上一定存在伪补, 且任一分子格上的

伪补都可表为其准既约因子上伪补的直积.
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1　引　言

依据[1 ], 完全分配格被称为分子格. 分子格上的伪补在分子格的构造及格上拓扑学等相

关领域中占有重要位置. [ 2 ]中指出, 任一分子格L 都有既约分解: L = ∏
i∈I

L i. 如每一L i 上有伪

补N i, 由N = ∏
i∈I

N i (N (Α) = ∏
i∈I

N i (Α( i) ) ) 可给出L 上的伪补N . 是否每一分子格上都存在

伪补?是否分子格L 上的伪补一定能表示成L 的既约因子L i 上的伪补的直积? [3, 4 ] 讨论了一

些特殊的分子格上伪补的构造, 本文研究一般分子格上伪补的存在性与构造问题.

以上总假定 (L , ∧, ∨, ≤) 是非平凡分子格,M (L ) 表示L 中分子的集合,DM (L ) 表示L

中素元 (非 1) 的集合. 当L = ∏
i∈I

L i 是L 的既约分解, 在不致混淆的前提下, 把L 与L i ( i ∈ I )

中的最大、最小元都记作 1、0. 对 i ∈ I , a ∈L i 记 ia ( j ) =
a , j = i

0, j ≠ i
, i

a ( j ) =
a , j = i

1, j ≠ i
,M i (L ) =

{ iaûa ∈M (L i) },DM i (L ) = { i
aûa ∈DM (L i) }. 文中用到的其它未经解释的概念与术语, 其意

义参看[1, 2 ].

命题 1. 1　设L 是分子格,L = ∏
i∈I

L i 是其既约分解, 则

M (L ) = ∪
i∈I

M i (L ) ,DM (L ) = ∪
i∈I

DM i (L ).

证明　由Α∈M (L ) 当且仅当存在 i ∈ I 和a ∈M (L i) 使得Α= ia , 易见第一个等式成立.

后一个等式类似可证.

命题 1. 2　设L 是既约分子格, 则:

(1)　Π a , b ∈M (L ) , 存在M (L ) 中元素 a1 = a , a2, ⋯, ak = b, 使得: a i ∧ a i+ 1 ≠ 0 ( i = 1,

⋯, k - 1).
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(2)　Π Α, Β∈DM (L ) , 存在DM (L ) 中元素Α1 = Α, Α2, ⋯, Αs = Β, 使得: Αi ∨Αi+ 1 ≠ 1 ( i

= 1, ⋯, s - 1).

证明　 (1) 参见[2 ]. (2) 由对偶性可知.

定义 1. 1　设L 是分子格. 如果对任一 a ∈M (L ) ,L (a) 是链[2 ], 则称L 是强分子格.

注　当X 是非空集合时, [ 0, 1 ]
X 是强分子格. 更一般地, 当L 是强分子格时,L

X 也是.

命题 1. 3　设L 是分子格, 则下列事实等价: (1)L 是强分子格; (2)L 可表为链的直积;

(3) 对任一A ∈L ,A 的任意两个不同成分交为 0; (4) Π a , b ∈M (L ) , 如果有 c ∈M (L ) 使 c

是 a , b 的公共上界或公共下界, 则 a ≤ b 或 b ≤ a.

证明　直接验证可知.

2　 构造定理

引理 2. 1　设N 是分子格L 上的伪补,L = ∏
i∈I

L i 是L 的既约分解, 则对每一 i ∈ I , 都有

唯一的 j ∈ I , 使得 (1) Α∈M i (L ) 当且仅当N (Α) ∈DM j (L ) ; (2) Α∈DM i (L ) 当且仅当N (Α)

∈M j (L ).

证明　易见 Α∈M (L ) 当且仅当N (Α) ∈DM (L ). 取 Α∈M i (L ) , 则有 a ∈M (L i) 使得

Α= ia. 由命题 1. 1 知, 存在 j ∈ I , 使得N (Α) ∈DM j (L ). 再任取 Β∈M i (L ) , 且设 Β= ib, b ∈

M (L i). 由L i 的既约性和命题 1. 2 知, 存在M (L i) 中元素列: a1 = a , a2, ⋯, a k = b使得 a i ∧ a i+ 1

≠ 0, 由此只要证明当 a ∧ b ≠ 0 时N ( ib) ∈DM j (L ) 即可. 设N (Β) = N ( ib) ∈DM s (L ). 如 s

≠ j , 由DM j (L ) ∩DM s (L ) = Á 知N (Α) ∨N (Β) = 1, 于是N (Α∧ Β) = 1, Α∧ Β = 0, 此

与假设矛盾, 所以 s = j ,N (Β) ∈DM j (L ). 反之知 Χ∈L 且N (Χ) ∈DM j (L ) , 则 Χ∈M (L ).

设N (Α) = j
c
,N (Χ) = j

d
, 其中 c, d ∈DM (L j ). 由L j 的既约性及命题 1. 2 知存在DM (L j ) 中

元素列 c1 = c, c2, ⋯, cs = d 使得 ci ∨ ci+ 1 ≠ 1. 由 c1 ∨ c2 ≠ 1 知 j
c1 ∨ j

c2 ≠ 1, 于是N ( j
c1 ∨ j

c2)

≠ 0, 即N ( j
c1) ∧N ( j

c2) ≠ 0. 而N ( j
c1) = N (N (Α) ) = Α∈M i (L ) , 所以N ( j

c2) ∈M i (L ). 依

次类推N ( j
cs) = N ( j

d ) = N (N (Χ) ) = Χ∈M i (L ) , (1) 得证. 再证明 (2) , 由 (1) , 对给定的 j ∈

I , 存在 s ∈ I 使得 Α∈M j (L ) 当且仅当N (Α) ∈DM s (L ) , 因此只需证明 s = i. 显然N ( i1) =

j
0
, N ( j 1) = s

0
. 由N 是 121 映射知, 对每一 k ∈ I 都有唯一的 t ∈ I 使得N (k 1) = t

0
, 且N ( t

0)

= k 1. 于是 i1 = N ( j 0) = N (∨ {k 1ûk ∈ I , k ≠ j }) = ∧ {N (k 1) ûk ∈ I , k ≠ j } = ∧ { t0û t ∈ I ,

t ≠ s} = s1, 因此 i = s.

引理 2. 2　 设 L 1,L 2 是分子格, Υ是 L 1 到 L 2 的映射. 则 Υ是反同构映射当且仅当:

(1) Υ(M (L 1) ) = DM (L 2) ; (2) 如 a t ∈M (L 1) , ( t ∈ T ) , 则 Υ(∨
t∈T

a t) = ∧
t∈T

Υ(a t) ; (3) 如 a ∈

M (L 1) , Α∈L 1 且 Υ(a) ≥ Υ(Α) 则 a ≤ Α.
证明　必要性是显然的. 现在证充分性, 任取 Α, Β∈L 1, 则 Α= ∨ {a ∈M (L 1) ûa ≤ Α}, Β

= ∨ {b ∈M (L 1) ûb ≤ Β}, 于是 Υ(Α∨ Β) = Υ( (∨ {a ∈M (L 1) ûa ≤ Α}) ∨ (∨ {b ∈M (L 1) ûb

≤ Β}) ) = Υ(∨ {x ∈M (L 1) ûx ≤ Α或 x ≤ Β}) = ∧ {Υ(x ) ûx ∈M (L 1) 且 x ≤ Α或 x ≤ Β} =

(∧ {Υ(a) ûa ∈M (L 1) 且a ≤Α}) ∧ (∧ {Υ(b) ûb∈M (L 1) 且b≤Β}) = Υ(Α) ∧Υ(Β). 再由Υ(Α)

= Υ(Α∨ (Α∧ Β) ) = Υ(Α) ∧ Υ(Α∧ Β) 知 Υ(Α∧ Β) ≥ Υ(Α). 同理 Υ(Α∧ Β) ≥ Υ(Β) , 于是 Υ(Α
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∧ Β) ≥ Υ(Α) ∨ Υ(Β). 任取 c ∈M (L 1) , 如果 Υ(c) ≥ Υ(Α) ∨ Υ(Β) , 则 Υ(c) ≥ Υ(Α) 且 Υ(c) ≥

Υ(Β) , 于是由 (3) , c ≤ Α且 c ≤ Β, 继而 c ≤ Α∧ Β, 因此 Υ(Α∧ Β) = Υ( (Α∧ Β) ∨ c) = Υ(Α∧

Β) ∧ Υ(c) , Υ(Α∧ Β) ≤ Υ(c) , 再应用 (1) 得: Υ(Α) ∨ Υ(Β) = ∧ {Υ(c) ûc ∈M (L ) 且 Υ(c) ≥ Υ(Α)

∨ Υ(Β) } ≥ Υ(Α∧ Β) , 所以 Υ(Α∧ Β) = Υ(Α) ∨ Υ(Β). 最后去证明 Υ是 121 映射, 由 (1) 及L 2 中

每一元素都表为DM (L 2) 中元素的交知 Υ是满射. 设 Α, Β∈L 1, 且 Υ(Α) = Υ(Β) , 则对每一 a ∈

M (L 1) 且 a ≤ Α, 由 Υ(a) ≥ Υ(Α) = Υ(Β) 及 (3) 知 a ≤ Β, 于是易见 Α≤ Β. 同理 Β≤ Α, 所以 Α
= Β, Υ是单射, 因此是 121 映射.

定理 2. 1　设L 是分子格,L = ∏
i∈I

L i 是L 的既约分解. 则L 上有伪补N 的充要条件是存

在 I 的对合对应 Σ, 使得 Π i ∈ I ,L i 与L Σ( i) 反同构且可适当选取L i 到L Σ( i) 的反同构映射 Υi 使

得N (Α) = ∏
i∈I

Υ- 1
i (Α(Σ( i) ) ) , Π Α∈L .

证明　充分性 设 Σ是 I 上的对合对应. 对 i ∈ I , 取L i 到L Σ( i) 的反同构 Υi 与L Σ( i) 到L i 的

反同构ΥΣ( i) , 使ΥΣ( i) = Υ- 1
i . 定义N : L →L , Π Α∈L ,N (Α) = ∏

i∈I

Υ- 1
i (Α(Σ( i) ) ) , 去证明N 是L 上

的伪补. 设Α, Β∈L 且Α≤Β, 则Π i∈ I , Α(Σ( i) ) ≤Β(Σ( i) ) , 于是由Υi 是反同构知Υ- 1
i (Α(Σ( i) ) )

≥ Υ- 1
i (Β(Σ( i) ) ) , 因此 N (Α) ≥ N (Β) ,N 是逆序对应. 再由 ΥΣ( i) = Υ- 1

i 知 N (N (Α) ) ( i) =

Υ- 1
i (N (Α) (Σ( i) ) ) = Υ- 1

i (Υ- 1
Σ( i) (Α(Σ(Σ( i) ) ) ) ) = Υ- 1

i (Υi (Α( i) ) ) = Α( i) 对所有 i ∈ I 成立, 因此

N (N (Α) ) = Α,N 是对合对应, 所以N 是L 上的伪补.

必要性　设N 是L 上的伪补, 据引理 2. 1, 对 Π i ∈ I , 有唯一的 j ∈ I 使得N (M i (L ) ) =

DM j (L ). 令 j = Σ( i) , 则 Σ是 I 上的映射. 再由N (M j (L ) ) = DM i (L ) 知 Σ是对合对应, 因而是

121 映射. 取定 i ∈ I , 去证L i 与L Σ( i) 反同构. 首先定义Υi: L i →L Σ( i) , Υi (Α) = (N ( iΑ) ) (Σ( i) ) , Π Α
∈ L i. 易 见 Υi 是 映 射. 对 M (L i) 中 元 素 族 a t ( t ∈ T ) , 有: Υi ( ∨ {a tû t ∈ T }) =

(N ( i∨{a tû t∈T }) ) (Σ( i) ) = (N (∨ { ia t
û t ∈ T }) ) (Σ( i) ) = (∧ {N ( ia t

) û t ∈ T }) (Σ( i) ) = ∧

{ (N ( ia t
) ) (Σ( i) ) û t ∈ T } = ∧ {Υi (a t) û t ∈ T }, 于是 Υi 满足引理 2. 2 中的条件 (2). 其次由引理

2. 1 及Υi 的定义, 容易看出Υi (M (L i) ) = DM (L Σ( i) ) , 因此Υi 满足引理 2. 2 中的条件 (1). 再任取

a ∈M (L i) , Α∈L i, 如Υi (a) ≥Υi (Α) , 则 (N ( ia) ) (Σ( i) ) ≥ (N ( iΑ) ) (Σ( i) ) , 由N ( ia) ∈DM Σ( i) (L )

知N ( iΑ) ≤N ( ia) , 于是 iΑ≥ ia , 即 a ≤ Α, 此表明 Υi 满足引理 2. 2 中的条件 (3) , 因此 Υi 是L i 到

L Σ( i) 的反同构映射,L i 与L Σ( i) 反同构. 再由定义容易看出 ΥΣ( i) = Υ- 1
i , 于是 Π Α∈L , 由 Α=

∏
i∈I

Α( i) = ∨
i∈I

iΑ( i) 知: (N (Α) ) ( j ) = (N (∨
i∈I

iΑ( i) ) ) ( j ) = (∧
i∈I

N ( iΑ( i) ) ( j ) = ∧
i∈I

(N ( iΑ( i) ) ) ( j ) , 由引理

2. 1 及 Σ 的对合性, 容易看出当 i ≠ Σ( j ) 时, (N ( iΑ( i) ) ) ( j ) = 1, 所以 (N (Α) ) ( j ) =

(N (Σ( j ) Α(Σ( j ) ) ) ) ( j ) , 但是ΥΣ( j ) (Α(Σ( j ) ) ) = (N (Σ( j ) Α(Σ( j ) ) ) ) (Σ(Σ( j ) ) ) = (N (Σ( j ) Α(Σ( j ) ) ) ( j ) , 于是

(N (Α) ) ( j ) = ΥΣ( j ) (Α(Σ( j ) ) = Υ- 1
j (Α(Σ( j ) ) , 所以N (Α) = ∏

j∈I

Υ- 1
j (Α(Σ( j ) ) ).

定义 2. 1　如果分子格L 可表为最多不超过两个既约分子格的直积, 则称L 是准既约分

子格. 如果L = ∏
i∈I

L i 中每一L i 都是准既约的, 则称其为L 的准既约分解.

由以上的分子格上伪补的构造定理, 容易得出如下结论:

定理 2. 2　分子格L 上存在伪补N , 当且仅当存在L 的准既约分解L = ∏
t∈T

L t, 使得每一

—195—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



L t 上都有伪补N t, 且此时N = ∏
t∈T

N t.

注 　存在这样的分子格L , 其有既约分解: L = ∏
i∈I

L i, 其中每一L i 上都有伪补N i 且L 上

有伪补N , 但N 不能表示成N i 的直积. 例如取X = {a , b},L = [0, 1 ]
X

,L a = [0, 1 ]
{a}

,L b = [0,

1 ]
{b}

, 易见L = L a ×L b. 令 Π Κ∈ [0, 1 ], Υ(aΚ) = b1- Κ, 则 Υ是L a 到L b 的反同构, 由 Υ可生成L

上的伪补N , 但N 不能表示成L a 上与L b 上伪补的直积.

3　L
X 上伪补的构造

本节中设X 是非空集合,L 是分子格, 则L
X 是分子格. [ 3 ] 中讨论了当L = [0, 1 ] 时L

X 上

伪 补的构造问题. 这里讨论当L 是一般分子格时L
X 上伪补的构造问题. 首先由L 上的伪补

“, ”, 可导出L
X 上的伪补 c (A

c (x ) = (A (x ) )′) , 称这样的伪补为诱导补运算.

定理 3. 1　设 f : X →X 是对合对应, c 是L
X 上的诱导补, 则由F (A ) = (f (A ) ) c 给出的F

是L
X 上的伪补.

证明　设A ,B ∈L
X

, 且A Α B , 则由扩张原理, f (A ) Α f (B ) , 于是 (f (B ) ) c Α (f (A ) ) c
,

即 F (B ) Α F (A ) , F 是逆序对应. 又因 f 是 121 映射易证 f (A
c) = (f (A ) ) c

, 即 F (F (A ) ) =

F ( (f (A ) ) c) = F (f (A
c) ) = (f (f (A

c) ) ) c
= A

c
, F 是对合, 因而 F 是伪补.

注 1°　以上定理的逆, 一般并不成立. 例如L 上有两个不同的伪补 c 和 c1, 据以上定理, 由

G (A ) = (f (A ) ) c1 可给出L
X 上伪补 c1, 但一般地并不存在X 上的对合 g , 使G (A ) = (g (A ) ) c

.

例如取 X = {a , b},L = [0, 1 ], 则X 上只有两个对合对应, 对A ∈L
X

, 令A
c (x ) = 1 - A (x ) ,

A
c1 (x ) =

1 - 2A (x ) , A (x ) ≤ 1
3

1
2

(1 - A (x ) ) , A (x ) >
1
3

, 则c, c1 都是L
X 上的伪补. 设 f : X →X , f (a) = b, f (b)

= a , 则由G (A ) = (f (A ) ) c1 给出的L
X 上的伪补G 不能表成G (A ) = (g (A ) ) c, 其中 g 是X 上

的对合对应.

注 2°　 对L
X 上的伪补 F , 并不一定有 X 上的对合 f 及 L

X 上的伪补 c, 使得 F (A ) =

(f (A ) ) c
. 例如取 X = {a , b, c, d },L = [0, 1 ], 定义 F : L

X → L
X

, 其由 F (bΚ) = a
Κ′
, F (aΚ) =

b
Κ′(其中 Κ′= 1 - Κ) , F (cΚ) = d

Κ″
, F (d Κ) = c

Κ″(其中 Κ″=
1 - 2Κ, Κ≤ 1

3

1
2

(1 - Κ) , Κ>
1
3

) , F (A )

= ∪
x Κ∈A

F (x Κ) , ΠA ∈L
X 确定, 则直接验证可知 F 是L

X 上的伪补, 但不存在L
X 上的诱导补 c 及

X 上的对合 f , 使得 ΠA ∈L
X

, F (A ) = (f (A ) ) c
. 但是如果对L 加以限制, 例如限定L 是其上

只有唯一伪补的既约分子格, 则有如下定理:

定理 3. 2　如既约分子格L 上有唯一伪补, 则L
X 上只有唯一诱导补运算 c, 此时对L

X 上

每一伪补 F , 都有X 上对合对应 f 使得 F (A ) = (f (A ) ) c
, Π a ∈L

X
.

证明　显然对每一 x ∈X ,L
{x } 是L

X 的既约因子, 且L
X

= ∏
x∈X

L
{x } 是L 的既约分解. 于是
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由定理 2. 1知存在X 上的对合 f 使 y = f (x ) 时,L
{x } 与L

{y } 反同构. 对 x Κ∈M (L
{x }) , 由引理

2. 1 知 F (x Κ) ∈DM (L
{y }). 设 F (x Κ) = y

Κ′
. 由 F 是逆序对合对应, 易证 Κ→ Κ′是L 上的逆序对

合对应, 而L 上的伪补是唯一的, 所以当 u , v ∈X 且 f (u ) = v 时, F (uΚ) = v
Κ′
, 于是对A ∈L

X
,

F (A ) = F ( ∪
x Κ∈A

x Κ) = ∩
x Κ∈A

F (x Κ) = ∩
x Κ∈A

(f (x ) ) Κ′
= ∩

x Κ∈A
( (f (x ) ) Κ)

c
= ( ∪

x Κ∈A
(f (x ) ) Κ)

c
= (f (A ) ) c

.

定理 3. 3　设分子格L 只有唯一伪补, c 是L
X 上相应的诱导补映射, G 是L

X 上的伪补. 如

对L
X 上每一伪补 F , 都存在 X 上的对合 f 使 F (A ) = G (f (A ) ) , 则G (A ) = A

c 对 ΠA ∈L
X

成立.

证明　由定理 3. 2, 存在X 上的对合 Υ使得G (A ) = (Υ(A ) ) c
, 于是 F (A ) = G (f (A ) ) =

(Υ(f (A ) ) c
= (Υf (A ) ) c

, 由此知Υf 是X 上的对合对应. 由F 的任意性知, 对任一X 上的对合对

应 f , Υf 是X 上对合对应, 据[3 ] 中引理 2, Υ是X 上恒等映射, 即G (A ) = A
c
.
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On the Structure of Pseudo-Com plem en t Tran sformation s
in M olecular Lattices

Y u Chunha i　　X ie Y anbo
(T he N o rtheastearn U niversity of N ationality, D alian 116600)

Abstract

In th is paper, the st ructu re theo rem of p seudo2com p lem en t in m o lecu lar la t t ices is in tro2
duced and p roved. W e then p rove tha t a p rim e facto r of a non2t rivia l m o lecu lar la t t ice w ith a

p seudo2com p lem en t on it m ay have no p seudo2com p lem en t. Bu t the quasi2p rim e facto rs of a

non2t rivia l m o lecu lar la t t ice w ith a p seudo2com p lem en t on it do have p seudo2com p lem en t,

and each p seudo2com p lem en t on a m o lecu lar la t t ice m ay be facto rizedd as a d irect p roduct of

p seudo2com p lem en ts on its quasi2p rim e facto rs.

Keywords　m o lecu lar la t t ice, p rim e m o lecu lar la t t ice, quasi2p rim e m o lecu lar la t t ice.
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