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一 类 商 环 的 Grothend ieck 群
Ξ
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摘　要　本文研究了商环 R öI 的 K 0群, 证明了: 设 R öI∈P T , I < J (R ) , 则 K 0R ∆

K 0 (R öI ) 当且仅当幂等元关于 I 可提升. 并进而给出了 Exchange 环的一个特征.
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众所周知, 交换环 R 称为 PT 环, 如果 R 上幂等矩阵相似于某个对角矩阵. 这是一类应用

广泛的环类, 如零维环、半局部环、带许多单位的环、LUV 环, PF 环等都是 PT 环. 本文研究一

个商环 R öI 是 PT 环时, 其 K 0群和 K 0R 之间关系. 作为推论给出了 Exchange 环的外部特征,

推广了文[1 ]中相关结论.

命题1　设 R öI∈PT 且幂等元关于 I 可提升, 则Π P ∈P= (R öI ) , ϖ Q ∈P= (R ) , 使得 P ∆
(R öI ) á Q.

证明　因为R öI∈PT , 故Π P ∈P= (R öI ) , ϖ R öI 中的幂等元 e1, e2, ⋯, en , 使得

P ∆ (R öI ) e1Ý ⋯Ý (R öI ) en.

因为幂等元关于 I 可提升, 故ϖ R 中幂等元 f 1, ⋯, f n , 使得 ei= f i+ I , 1≤i≤n.

令Q = Rf 1Ý ⋯Ý Rf n , 因为Rf iÝ R (1- f i) ∆ R , 故有Q Ý R (1- f 1) Ý ⋯Ý R (1- f n) ∆ R
n ,

从而有Q ∈P= (R ).

作映射 Υ: R öI×Rf 1→ (R öI ) e1, (rλ, r′f 1)→ (rr′) e1.

　　显然 Υ为双加平衡映射, 故由张量积的泛性质

知, ϖ ! 5 , 使得右图可交换.

这里 5 (∑
m

i= 1
rλi á r′if 1) = ∑

m

i= 1

(ri r
′
i) e1, 显然 5 为

满的同态.

R öI ×R f 1 ——→ R öI á R f 1

γ
Υ

φ 5
(R öI ) e1　　

　　令 5 (∑
m

i= 1
rλi á r′if 1) = 0 , 则有:

∑
m

i= 1
rλi á r′if 1 = ∑

m

i= 1
rλi á (r′if 1) f 1 = ∑

m

i= 1
rλi (r′if 1) á (1õ f 1)
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　 = ∑
m

i= 1

ri r
′
if 1 á (1õ f 1) = (∑

m

i= 1

(r i r
′
i) e1) á (1õ f 1) = 0.

所以 5 为群同构. 又显然 5 为R öI 2模同态, 故有模同构: 5 : (R öI ) á R f 1 ∆ (R öI ) e1. 类似地可

以证得: (R öI ) á R f i ∆ (R öI ) ei, 2 ≤ i ≤ n. 从而有:

　　P ∆ (R öI ) e1 Ý ⋯ Ý (R öI ) en ∆ (R öI ) á R f 1 Ý ⋯ Ý (R öI ) á R f n

∆ (R öI ) á (R f 1 Ý ⋯ Ý R f n) ∆ (R öI ) á Q.

因此命题得证.

命题 2　设 I Α J (R ) 且 Π P ∈ P
=

(R öI ) , ϖ Q ∈ P
=

(R ) , 使得 P ∆ R öI á Q , 则幂等元关

于 I 可提升.

证明　Π 0≠ e = e2 ∈R öI , 因为 (R öI ) e Ý (R öI ) (1 - e) ∆ R öI , 所以 (R öI ) e∈P
=

(R öI ) ,

故 ϖ Q ∈ P
=

(R ) , 使得 (R öI ) e ∆ (R öI ) á Q ∆ Q öIQ. 从而有 R 2模短正合列:

0 → IQ →Q →
Η

(R öI ) e → 0,

所以 KerΗ= IQ.

令 KerΗ+ M = Q , 则 IQ + M = Q , 由于 I < J (R ) , 由N akayam a 定理知M = Q , 从而Q

为 (R öI ) e 的投射盖. 又显然有满同态 5 : R → (R öI ) e, 从而有分解R ∆ P 1 Ý P 2, 使得Q ∆ P 1;

易知存在 R 中的幂等元 f , 使得 P 1 ∆ R f . 因为 f + I 是关于 I 可提升到 f 的, 故类似于命题 1

的证明知: (R öI ) á Q ∆ (R öI ) á R f ∆ (R öI ) (f + I ) , 所以有 (R öI ) e ∆
Υ

(R öI ) (f + I ). 从而

f + I = Υ(rλe) = Υ(rλõ eõ e) = Υ(rλe) õ e = (f + I ) e; 另一方面 e = Υ- 1 ( tγ(f + I ) ) = Υ- 1 ( tγ(f

+ I ) (f + I ) ) = Υ- 1 ( tγ(f + I ) ) (f + I ) = e (f + I ) = (f + I ) e, 所以有 e = f + I , 即幂等

元 e 可提升到 f .

定理 3　 设R öI ∈ PT , I Α J (R ) , 则下列两款等价:

(1)　K 0R ∆
Υ

K 0 (R öI ) , 这里 Υ( [P ]) = [R öI á P ].

(2)　幂等元关于 I 都可提升.

证明　 (1) ] (2) 因为Υ: K 0R →K 0 (R öI ) , [P ] → [R öI á P ] 为同构, 故Π P ∈P
=

(R öI ) ,

存在Q ∈ P
=

(R ) , 使得[P ] = [R öI á Q ], 因为R öI ∈ PT , 所以R öI ∈U CP, 从而 P ∆ R öI á
Q , 根据命题 2 即得: 幂等元关于 I 可提升.

(2) ] (1)　 由命题 1 知: Π P ∈ P
=

(R öI ) , ϖ Q ∈ P
=

(R ) , 使得 P ∆ R öI á Q , 故 Υ: K 0R →

K 0 (R öI ) 为满同态. 又因为 I < J (R ) , 所以 Υ为单同态, 故有 Υ: K 0R ∆ K 0 (R öI ).

推论 4　 设R 为 Exchange 环且R öJ (R ) P T , 则 K 0R ∆ K 0 (R öJ (R ) ).

证明　因为幂等元关于 J (R ) 可提升, 故由定理 3 即得.

推论 5　 设R 为带许多单位的 Exchange 环, 则 K 0R ∆ K 0 (R öJ (R ) ).

证明　注意到 R öJ (R ) 为带许多单位的, 从而R öJ (R ) ∈ PT , 再由定理 3 即得.

推论 6　 设R 为零维环, 则下列两款等价:

(1)　K 0R ∆ Z.

(2)　R 为拟局部环.

证明　 (2) ] (1) 显然.

(1) ] (2)　因为R 为零维环, 故幂等元关于J (R ) 可提升, 从而K 0 (R öJ (R ) ) ∆ K 0R ∆ Z,
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又因为 R öJ (R ) 为VN 正则环, 所以由文[3 ] 知R öJ (R ) 为域, 亦即R 为拟局部环.

该推论在讨论多项式环、群环的 Gro thendieck 群时有着广泛的应用.

类似地, 亦可得:

推论 7　 设R 为自内射环, 则下列两款等价:

(1)　K 0R ∆ Z;

(2)　R 为拟局部环.

推论 8　 设R 为带许多单位的 Π2正则环, 则 K 0R ∆ K 0 (R öJ (R ) ).
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The Grothend ieck Groups of Quo ien t R ings
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Abstract

In th is paper, w e study the K 0 group of ring R öI . W e p rove tha t if R öI ∈PT , I <
J (R ) , then K 0R ∆ K 0 (R öI ) if and on ly if every idem po ten t can be lif ted m odu lo I . M o re2
over, w e give a characteriza t ion of exchange ring.
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