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关于 H ilbert 空间中一类映象方程的某些问题
Ξ

杨　书　郎
(厦门大学自动化系, 福建361005)

摘　要　本文引入一种特殊的保核收缩, 以 fp2同伦方法为工具研究了 H ilbert 空间

中一类映象方程的解和非零解等问题, 还给出了所得结果的一个应用.
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1　引　言

考虑完备内积空间 (H ilbert 空间)X 中的映象方程

T 1 (x ) - x = Η, (1)

这里, T 1: C∩K →X , K 为X 的闭子空间, C < X .

对于方程 (1)的解和非零解等问题的研究, 当 T 1满足如下条件

T 1 (C ∩ K ) < K (2)

时, 已有一些相关的方法和工具可以使用, 例如: 拓扑度工具和 fp 2同伦方法. 但是, 对于不满足

上述 (2)的范围更广的映象类, 一般就不能直接使用这些工具了.

针对这个问题, 本文考虑所谓 (KX)映象类. 在建立一种特殊的保核收缩的基础上, 借助于

一些有趣味的变换和技巧, 使用 fp 2同伦方法, 研究了上述 (KX) 映象方程 (1) 的解和非零解等

有意义的问题. 本文使用的一些符号的意义如下:

X , K 的意义如前; C、D ÷= X 中的闭凸 Η邻域; C
δ

K ÷= 见定义 2; E K ÷= E ∩ K ; 5C K ÷= 5C ∩

K ; B (E ) ÷= E 的不空的有界子集族; I ÷= [0, 1 ]; T I ÷= 由映象 T (x , t) 所确定的如下映象:

T I (x ) ÷= ∪
t∈I

{T ( t, x ) }; Α(õ) ÷= X 中的非紧性测度. 文中恒设 T 1: C K →X .

2　正　文

本文着重考虑如下的 (KX)映象类:

定义1　设 F : C K →X . 这时,

(1. 1)　称 F 在A < C K 上具有性质 (KX) , 如果

(F (x ) , x ) < úx ú 2　 (x ∈A 且 F (x ) ² K ) ; (3)
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　　 (1. 2)　如果 F 在C K 上具有性质 (KX) , 则说 F 是个 (KX)映象.

定义2　设Cδ为C 的径向收缩 ( [4 ], [ 5 ]) , 又设 P 为 X 中以 K 为投影空间的正交投影映

象. 定义如下的映象CδK : X →X 叫做C 关于 K 的投影径向收缩: CδK (x ) ÷= Cδ (P (x ) ) (x ∈X )

定义3　设 F : C K →X .

(3. 1)　F 叫做广义有界[ 3 ]的, 如果C
δ(conv (F (C K ) ) )∈B (X ).

( 3. 2) 　对于 g : 5C K →X , F 叫做满足边界条件 (M ; 5C K , g ) , 如果有正齐次泛函 f : X →R

使得

　　f (F (x ) - x )≠f (F (x ) - g (x ) ) - f (x - g (x ) ) (x ∈5C K , F (x )∈K øC ) (4)

(3. 3)　对于 b∈K ø{Η}, F 叫做在 5D K < C K 满足 (边界)条件 (C; 5D K , b) , 如果

　　　　　　x ≠F (x ) + Β(b) (x ∈5D K , F (x )∈K , Β> 0) (5)

定理1　投影径向收缩CδK 具有如下性质:

(1. 1)　CδK 是连续的12集压缩映象;

(1. 2)　x ∈C K 的充要条件是 x 为CδK 的不动点;

(1. 3)　x ∈K 的充要条件是: x 或为 Η、或为CδK 的相应于固有值 Κ∈ (0, 1 ]的固有元;

(1. 4)　CδK (X ) = C K

证明　为简便计, 记 r÷= CδK.

首先考虑结论 (1. 1). 由于正交投影映象 P 是连续非扩张的; 又C
δ是连续12集压缩的[ 4, 5 ]

,

故 r 就是连续12集压缩的.

同理可证得, 结论 (1. 2) , (1. 3)和 (1. 4)也成立.

定理2　设1)　g : 5C K →C
0
K 是个有界、连续的严格集压缩映象, 且使得

úg (x ) ú < úx ú　 (x ∈ 5C K ) ; (6)

　　2)　T 0: C K →X 满足边界条件 (M ; 5C K , g ) ; 　3) T : C K ×I→X 是个连续映象, 使得:

　i)　T I 是个广义有界的凝聚映象;

　ii)　x ≠T (x , t)　 (x ∈5C K , t∈I ) ; (7)

　iii)　T i (x ) = T (x , i)　 (x ∈C K , i= 0, 1) ; (8)

　iv)　对于任一 t∈I , 映象 T (õ, t) : C K →X 是 (KX)映象.

则方程 (1)在C
0
K 中有解.

证明　1) 延拓 g 成为G: C K →K 如下:

G (x ) ÷=
Η　　　　　　 (x ∈C K , p (x ) = 0) ,

p (x ) g (x öp (x ) ) (x ∈C K , p (x ) > 0) ,
(9)

这里, p 为C 的M inkow sk i 泛函.

由于 p 和 g 都连续, 故G 易见也连续; 又因 p (x ) = 1 (x ∈5C ) , 故 g (x ) = G (x ) (x ∈5C K ).

且由 (9)等还可证得: G 是个严格集压缩映象, 且满足如下的条件

G (x ) ∈C
0
K 　 (x ∈C K ) , (10)

(G (x ) , x ) < úx ú 2　 (Η≠ x ∈C K ). (11)

　　2)　现构造映象H : C×I→X , H i: C→X 如下:
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H (x , t) ÷=
T (CδK (x ) , 2t - 1)　 (x ∈C , t ∈ [

1
2

, 1 ]) ,

2tT 0 (CδK (x ) ) + (1 - 2t)G (CδK (x ) )　 (x ∈C , t ∈ [0,
1
2

) ) ,

(12)

H i (x ) ÷= H (x , i)　 (x ∈C , i = 0, 1).

可以证明, H 是个连续映象, 且使得 H I 是个广义有界的凝聚映象. 还可以证明, H 0满足边界

条件 (M ) [ 4 ]
. 事实上, 对于任意的 x ∈5C , 由 (10)得, xθ÷= G (CδK (x ) ) ∈C

0
K < C

0, 故 H 0 (x ) = H (x ,

0) = xθ∈C. 所以, H 0满足边界条件 (M ).

3)　现证明

x ≠H (x , t)　 (x ∈ 5C , t ∈ I ). (13)

设有 x 0∈5C 和 t0∈I 使得 x 0= H (x 0, t0) , 则分别讨论如下两种情况:

情况1　t0∈[
1
2

, 1 ]. 这时, x 0= T (CδK (x 0) , 2t0- 1). 记 xθ÷= P (x 0). 由定理1不难看出, 有 Κ∈

(0, 1 ]使得Cδ(xθ) = Κxθ, 又因为 P 是正交投影映象, 故 (x 0, xθ) = úxθú 2
. 这时, 若 x 0² K , 则由 (3)可

证得

　　　Κúxθú 2
= (x 0, Κxθ) = (T (C K (x 0) , 2t0- 1) , Cδ(xθ) ) < úCδ(xθ) ú 2

= Κ2úxθú 2.

这矛盾说明: 必定 x 0∈K , 故 x 0∈5C K. 再据定理1便得 C
δ

K (x 0) = x 0, 于是 x 0= T (x 0, 2t0- 1) , 这

与定理条件2中的 ii)相矛盾.

情况2　t0∈[0,
1
2

). 这时, x 0= 2t0T 0 (CδK (x 0) ) + (1- 2t0)G (CδK (x 0) ). 类似于上述证“1°”的

推理可得 x 0= CδK (x 0) , 故 x 0= 2t0T 0 (x 0) + (1- 2t0) g (x 0). 现令m ÷= 1ö2 t0, 则得 T 0 (x 0) - g (x 0)

= m (x 0- g (x 0) ). 但这是不可能的, 因为: 一方面有 T 0 (x 0) ∈K øC; 另一方面, 对于任意的正齐

次泛函 f , 都有

　f (T 0 (x 0) - x 0) = f (m (x 0- g (x 0) ) - (x 0- g (x 0) ) ) = f ( (m - 1) (x 0- g (x 0) ) )

　= (m - 1) f (x 0- g (x 0)m f (x 0- g (x 0) ) - f (x 0- g (x 0) )

　= f (m (x 0- g (x 0) ) ) - f (x 0- g (x 0) ) = f (T 0 (x 0) - g (x 0) ) - f (x 0- g (x 0) ).

这和定理的条件2)相矛盾. 故必定是 (13)成立.

4)　由[4 ]得, 有 u 0∈C 使得 u 0= H 1 (u 0) = T (CδK (u 0) , 1) = T 1 (CδK (u 0) ). 可以证明 u 0∈K.

事实上若不然, 则记 uθ÷= P (u 0) , 这时, 据C
δ的性质和定理的条件3)的 iv)可证得: 有 t∈ (0, 1 ]使

得 túuθú 2
< t

2úuθú 2
, 产生矛盾.

故 u 0∈C K. 据定理1得, u 0= C
δ

K (u 0). 故有 u 0= T 1 (u 0). 则 u 0是方程 (1)的解. 定理证毕.

直接由上述定理可得

定理3　设1) g : 5C K →C
0
K 是个满足 (6) 的有界连续的严格集压缩映象; 2) T 1是个满足边

界条件 (M ; 5C K , g )的广义有界的连续凝聚的 (KX)映象. 则方程 (1)在C K 中有解.

定理4　设1) ∆∈ (0, 1) 使得 (1+ ∆)D < C
0; 2) g : 5C K →C

0
K 是个满足 (6) 的有界连续严格

集压缩映象; 3) T 0: C K →X 是满足边界条件 (M ; 5C K , g ) 的 (KX) 映象, 且在D
0
K 中没有不动点;

4) T : C K ×I→X 是连续的, 且满足:

i)　T I 是个广义有界的凝聚映象;

ii)　对于任一 t∈I , 映象 T (õ, t) : C K →X 在C K øD 上具有性质 (KX) ;
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iii)　条件 (8)和

x ≠ T (x , t)　 (x ∈ 5C K ∪ 5D K , t ∈ I ) (14)

都成立.

则方程 (1)在C
0
K øD 中有非零解.

证明　1)可以证明, 有 Ε∈ (0, ∆)使得

x ≠ T (x , t)　 (x ∈ (1 + Ε)D K øD 0, t ∈ I ). (15)

事实上若这个 Ε不存在, 则对于任意的自然数 n 恒有 x n∈ ( (n+ 1) ön)D K øD
0和 tn∈I 使得 x n=

T (x n , tn) (n= 1, 2, ⋯). 令A ÷= {x n}, 则可证得A 有界且 Α(A ) = 0. 因 X 完备, 故A 有收敛子列

x n i
→x , 易见 x ∈5D K. 不妨设 tn i

→t∈I. 这时由 T 的连续性便得 x = T (x , t) , 这与 (14)矛盾.

2)　对于上述 Ε, 构造泛函 Υ: C K →[0, 1 ]如下:

Υ(x ) ÷=

1　　　　　 (x ∈C K ø (1 + Ε)D K ) ,

(h (x ) - 1) öΕ (x ∈ (1 + Ε)D K øD 0) ,

0　　　　　 (x ∈D
0
K ) ,

(16)

上式中 h 是D 的M inkow sk i 泛函. 易见, Υ是连续的. 现又构造映象H : C K ×I→X 和H i: C K →

X 如下:

H (x , t) ÷= T (x , Υ(x ) t) (x ∈C K , t ∈ I ) ,

H i (x ) ÷= H (x , i) (x ∈C K , i = 0, 1).
(17)

易见H 连续, 且使得

H (x , t) = T (x , t)　 (x ∈C K ø (1 + Ε)D K ). (18)

可以验证, H , H i 分别满足定理2条件中对 T , T i 的所有要求.

3 ) 　据定理2, 有 u∈C K 使得 u= H 1 (u ) = T (u , Υ(u ) ). 可以证明 u∈C K ø (1+ Ε)D K. 现由

(16)得 Υ(u ) = 1, 故得 u= T 1 (u ) , 则 u 是方程 (1)的一个非零解, 且可得 u∈C
0
K øD . □

在应用中, 如遇到对于条件“T 0在D
0
K 中无动点”不易检验的情况, 可考虑使用如下的

定理5　设1) ∆∈ (0, 1) 使得 (1 + ∆)D < C
0, b ∈ K ø{Η}; 2) g : 5C K →C

0
K 是个满足 (6) 的

有界连续的严格集压缩映象; 3) T 0: C K → X 满足边界条件 (M ; 5C K , g ) 和 (C; 5D K , b) , 且使得

T 0 (5D K ) < K ; 4) T : C K × I →X 是个满足 (14) 的连续映象, 且使得: ( i)定理4的条件4). i)和

4 ). ii) 都满足, ii) T i (x ) = T (x , i) (x ∈C K øD , i= 0, 1) ; 5)D 有界, 则方程 (1) 在 C
0
K øD 中有非

零解.

证明　设定理结论不成立. 这时 (结合 (14) )便得:

x ≠ T 1 (x )　 (x ∈C K øD 0). (19)

现在1)可以证明. 有 Ε1∈ (0, 1)使

x ≠ ΚT 1 (x )　 (x ∈C K øD 0, Κ∈ [Ε1, 1 ]). (20)

还可证明. 有 Ε2, Ε3∈ (0, 1)使得

x ≠ ΚT 0 (x ) + Βb　 (x ∈ 5D K , Κ∈ [Ε2, 1 ], Β > 0) , (21)

x ≠ ΚT (x , t)　 (x ∈ 5D K , t ∈ I , Κ∈ [Ε3, 1 ]). (22)

令 Ε÷= m ax{Ε1, Ε2, Ε3}, 不难证明, 有 Ε0∈ (0, ∆)使得对任意的 Κ∈[Ε, 1 ]恒有

x ≠ ΚT (x , t)　 (x ∈ (1 + Ε0)D K øD
0
, t ∈ I ). (23)
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事实上, 若这个 Ε0不存在, 则有{x n }< C K øD
0, { tn}< I 和{Κn }< [ Ε, 1 ]使得 x n = ΚnT (x n , tn ) (n

= 1, 2, ⋯)且 h (x n) →1, 这里 h 为D 的M inkow sk i 泛函. 不妨设 tn→t∈I , Κn→Κ∈[ Ε, 1 ]< [ Ε3,

1 ], 令A ÷= {x n}, 可以证明 Α(A ) = 0, 故A 含收敛子列 x n i
→x. 易见 x ∈5D K 且 x = ΚT (x , t) , 这

和 (22)相矛盾.

2)　记 h , p 分别为D , C 的M inkow sk i 泛函, 且构造泛函 Ω和 Υ和映象 F 如下:

　　Υ(x ) ÷=
1　　　　　 (x ∈C K ø (1+ Ε0)D K ) ,

(h (x ) - 1) öΕ0 (x ∈ (1+ Ε0)D K øD 0) ;
(24)

　　Ω(x ) ÷=
Ε　　　　　　　　　　　　　　　 (x ∈D

0
K ) ,

Ε+ (1- Ε) (h (x ) - 1) ö(h (x ) - p (x ) ) (x ∈C K øD 0) ;

　　F (x , t) ÷=

T (x , Υ(x ) t)　　　　　　　　 (x ∈C K øD 0, t∈I ) ,

(1- h (x ) ) b+ h (x ) T 0 (x öh (x ) ) (x ∈D
0
K ø{Η}, t∈I ) ,

b　　　　　　　　　　　　 (x = Η, t∈I ).
可以证明 Υ, Ω和 F 均连续, 且满足 Υ(x )∈[0, 1 ] (x ∈C K øD

0)和

Ε≤ Ω(x )

= Ε　 (x ∈D
0
K ) ,

= 1　 (x ∈ 5C K ) ,

< 1　 (x ∈C
0
K øD 0) ,

(25)

还有 Α(F I (A 0) )≤Α(A 0) (A 0< D
0
K ø{Η}).

3)　进而构造映象H : C K ×I→X 和H i: C K →X 如下: (对于 i= 0, 1, t∈I 和 x ∈C K )

H (x , t) ÷= Ω(x ) F (x , t) , H i (x ) ÷= H (x , i).

可以证明, H 和H i 分别满足定理4对 T 和 T i 的所有条件要求. 例如: 对于任意的 t∈I , 映象H

(õ, t) 恒为 (KX) 映象. 事实上, 若 x ∈C K 使得H (x , t) ² K , 则必 F (x , t) ² K , 由定理的条件3)

得 x ∈C K øD
0. 记 t′÷= Υ(x ) t, 可得 T (x , t′) ² K , 再由定理的条件4)便可证得

(H (x , t) , x ) < úx ú 2
.

另外还可得: H 是连续的, 且使得H I 是个广义有界的凝聚映象等等.

4)　由定理4, 有 u∈C
0
K øD 使得 u= H 1 (u ) = Ω(u ) F (u , 1) = Ω(u ) T (u (Υ(u ) ). 但这是不可

能的, 因为

1°　必定是 u∈C
0
k ø (1+ Ε0)D , 事实上, 若 u∈ (1+ Ε0)D K øD , 则由 (25) , u= Ω(u ) T (u , Υ(u ) )

和 (23)相矛盾.

2°　于是, Υ(u ) = 1, 故 u= Ω(u ) T 1 (u ) , 但 Ε1≤Ε, 故仍由 (25) , 和 (20)相矛盾.

总结以上可见, 定理结论必成立. □

直接由上述结果, 有如下的

定理6　设1) T 1是个广义有界的连续凝聚映象, 且在 C K øD 上具有性质 (KX ) ; 2)D 有界,

且有 ∆∈ (0, 1)使得 (1+ ∆)D < C
0; 3) b∈K ø{Η}, 又 g : 5C K →C

0
K 是个满足 (6) 的有界连续的严格

集压缩映象; 4) T 1满足边界条件 (M ; 5C K , g ) 和 (C; 5D K , b) , 且使得 T (5D K ) < K. 则方程 (1) 在

C K øD
0中有非零解.

证明　如果方程 (1)在 5C K ∪5D K 上有解, 当然定理的结论成立. 下设方程 (1)在 5C K ∪5D K

上无解. 这时, 定义映象 T : C K ×I→X 和 T 0: C K →X 如下:

T (x , t) ÷= T 0 (x ) ÷= T 1 (x )　 (x ∈C K , t∈I ).
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容易看出, 定理5的条件都被满足. 由定理5方程 (1)在 C K øD
0中有解.

作为前面所得理论结果的一个应用, 现考虑有关数学模型的处理的一个问题. 如所周知,

为处理如下形式的数学模型:

x (s) = ∫
1

0
F (x , x (s) ) d s (26)

途径之一是: 在一定条件支持下, 利用特定函数空间中的标准正交函数系, 把 (26) 的研究纳入

无穷维非线性代数方程组

f 1 (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , ⋯) = Ν1

f 2 (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , ⋯) = Ν2

⋯　⋯　⋯　⋯　⋯

f k (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , ⋯) = Νk

⋯　⋯　⋯　⋯　⋯

(27)

的研究中.

定理7　设1) 0< r0< r; 2) 对于任一自然数 i, 函数 f i 在区域 G ÷= { (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯) ; Νi∈

R , ∑
n

i= 1
ûΝiû 2 ≤ r} 上连续, 且使得:

i)　∑
∞

i= 1
û f i (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0, ⋯) û 2 ≤∑

n

i= 1
ûΝiû 2 (r0 ≤∑

n

i= 1
ûΝiû 2 ≤ r) ;

ii)　若∑
n

i= 1
ûΝiû 2 = r0 , 则有

　　　　
f j (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯) = 0　 ( j≥n+ 1) ,

m ax
1≤i≤n

{Νi- f i (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯) }> m in
1≤i≤n

{Νi- f i (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯) },
(28)

则方程组 (27)有一个非零解 u= {Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯}使得 r0 ≤∑
n

i= 1

ûΝiû 2 ≤ r (上述定理中, n 为某

自然数).

证明　1. 对于任意的自然数 i, 取M i 为û f iû在区域G 上的一个上界. 记 R 0÷= ∑
n

i= 1
M

2
i. 对任

意 i> n , 取 r i> 0使 r i< m in{1, ( 2 i (M
2
i + R 0) ) - 1

}.

取 X ÷= l
2, K ÷= {x = {Νi}∈X ; Νj = 0 ( j > n) }, C ÷= {x ∈X ; úx ú≤ r }和D ÷= {x ∈X ; ú x ú≤

r0 }.

2. 定义映象 T 1: C K →X 如下

T 1 (x ) ÷= {Γi}　 (x = {Ν1, ⋯, Νn, 0⋯}∈C K = G ) ,

这里

Γi÷=
f i (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯)　 ( i= 1, 2, ⋯n) ,

rif i (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯)　 ( i> n).

可证定理6的条件都被满足. 事实上:

1)　先证 T 1 (C K )∈B (X ) (故 T 1也广义有界). 记 f i (x ) ÷= f i (Ν1, Ν2, ⋯, Νn , ⋯) (x = {Νi}∈

—016—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



C K ) , 这时, 对于任意的 x = {Νi}∈C K , 有

úT 1 (x ) ú 2= ∑
∞

i= 1

ûΓiû 2 = ∑
n

i= 1

û f i (x ) û 2 + ∑
∞

i= n+ 1

û r if i (x ) û 2

≤R 0 + ∑
∞

i= n+ 1
M

2
i (2

i (M
2
i + R 0) ) - 1

< R 0 + 1.

　　2) 　可以证明, T 1是连续的; 还可以证明, T 1映有界集为列紧集 (于是, T 1是凝聚的). 而且

不难验证, T 1在C K øD
0中具有性质 (KX) , 并使得 T 1 (5D K ) < K.

进一步更可验证, 1°. 对于任意的 g : 5C K →C
0
K , T 1恒满足边界条件 (M ; 5C K , g ) ; 2°. 当取 b÷=

{Βi} , Βi= 1 ( i≤n)或= 0 ( i> n) , T 1满足条件 (C; 5D K , b).

3)　由定理6得, 方程 (1)在C K øD
0中有非零解 u= {Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯}, 显见 r0≤∑

n

i= 1
ûΝiû 2≤

r. 由于 r i> 0 ( i> n) , 故易见 u= {Ν1, Ν2, ⋯, Νn , 0⋯}是方程组 (27)的一个非零解. □
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On Som e Problem s for a Class of M app ing Equation s
in H ilbert Space

Y ang S hu lang
(D ep t. of A utom ation, X iam en U niversity)

Abstract

T he so lu t ion s and non2zero so lu t ion s of a class of m app ing equat ion s in H ilbert space are

d iscu ssed u sing m ethod from fp 2hom o topy.

Keywords　rest ruct ion, m app ing equat ion, fp 2hom o topy m ethod.

—116—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.


