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有序集上的自由Ockham 代数的注记
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摘　要　从构造有序集上的自由分配格出发,证明了任意有序集上存在自由O ck2

ham 代数
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一个O ckham 代数是一个具有偶自同态 f 的有界分配格 (有关O ckham 代数的定义及基

本性质请参见[1 ]). 设 I 是一个有序集,称 I 上的一个映射 h 是保序的,如果 (Π a , b∈I ) a≤b

蕴含着 h (a)≤h (b). 设 (L ; f )是一个O ckham 代数, Υ是L 上的一个映射,称 Υ是L 上的 (O ck2
ham )同态,如果 Υ是一个格同态且满足: Υ(f (a) ) = f [Υ(a) ], Π a∈L .

定义　称一个O ckham 代数L 在一个有序集 I 上是自由的,如果

(1)　存在一个保序单射 g : I→L 使得 g ( I )生成L ;

(2)　对任意一个O ckham 代数M 和任意保序映射 p : I→M ,存在O ckham 同态 h: L →M

使得 h . g = p.

Go ldberg 已于1981年[ 2 ]证明,任意一个分配格存在其自由O ckham 代数. 本注记通过构

造有序集上的自由分配格,进一步证明,任意有序集上也同样存在自由O ckham 代数. 首先给

出如下定理.

定理1　设 I 是一个有序集. 存在一个满足下面条件的分配格A :

(a1)　存在一个保序单射 g 1: I→A 使得 g 1 ( I )生成A ;

(b1)　对任意一个分配格D 及任意保序映射 p 1: I→D ,存在一个格同态 h 1: A →D 使得 p 1

= h 1. g 1.

证明　考虑由所有保序映射 x : I→B = {0, 1}所组成的集 E = B
I
. 对每一 x∈E ,记 x ( i) =

x i,并用 (x i) i∈I表示 x. 令 g 1 ( i) = G i= {x∈E ûx i= 1},则显然有G i≠Á (Π i∈I ).

设A 是由G = {G iû i∈I } (在 E 的所有子集所组成的集2
E 中)所生成的一个集环. 不难看

出,A 是一个包含Á 和 E 的有界分配格,且由 g 1 ( I )所生成. 观察

i≤ j Ζ g i ( i) Α g 1 ( j ) , (3 )

事实上,如 i≤j 则 x∈g 1 ( i) = G i蕴含 x j≥x i= 1,从而 x∈G j = g 1 ( j ). 因此 g 1 ( i) Α g 1 ( j ). 另一

方面,如 iΚ j ,设
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x (k ) =
1,　如 k≥i,

0,　如 kϑ i,

则 x∈E 且 x∈g 1 ( i)及 x | g 1 ( j ) ,故 g 1 ( i) ¾g 1 ( j ) ,因此条件 (a1)成立.

现设D 是一个分配格,并设 p 1: I→D 是一个保序映射. 由 [ 3,定理7. 19 ],可把D 看成某

个集 T 的子集环 T 0. 设 p 1 ( i) = H iΑ T 并设 k i是H i 的特征函数,即

k i ( t) =
1　当 t∈H i,

0　当 t| H i.

令 k ( t) = (k i ( t) ) i∈I ( t∈T ). 给定 t,则 k i ( t)是 i∈I 的函数,且当 i≤j 时, p 1 ( i) = H iΑ H j =

p 1 ( j ) ,即 k i ( t)≤k j ( t). 因此,对每一固定的 t∈T , k ( t)∈E. 从而 k: T→E 是一个映射. 现对 E

的任意子集X ,令 h 1 (x ) = k
- 1 (x ). 容易验证, h 1: 2E→2T 是一个格同态. 观察

t∈H iΖ k i ( t) = 1Ζ k ( t)∈G iΖ t∈k
- 1 (G i) ,

有 k
- 1 (G i) = H i 且 h 1. g 1= p 1.

现考虑集A ′= {x Α E ûh 1 (x )∈D }. 因D 被看成一个集环且 h 1是格同态,故容易验证, A ′

是 E 的子集环. 由 h 1 (G i) = h 1 (g 1 ( i) ) = p 1 ( i)∈D 可推知G i∈A ′( i∈I ). 因此A Α A ′,从而知 h 1

是A 到D 的格同态. 所以条件 (b1)成立.

定理2　设 I 是一个有序集. 则存在由 I 所生成的自由O ckham 代数.

证明　由定理1,存在一个满足条件 (a1)和 (b1)的分配格A . 再据[2,定理3. 1 ]知存在由A

所生成的一个自由O ckham 代数 (L ; f ) ,即

(a2)　存在一个保序单射 g 2: A →L 使得 g 2 (A )生成L ;

(b2)　对任意一个O ckham 代数M 和任意格同态 h 1: A →M ,存在一个 (O ckham )同态 h:

L →M 满足 h . g 2= h 1. 令 g = g 2. g 1,则 g : I→L 是一个保序单射,且 g ( I )生成L . 据定理1及

(b2)知定义中条件 (2)成立,故L 是 I 上的一个自由O ckham 代数.
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Abstract

In th is no te w e con struct a free d ist ribu t ive la t t ice on o rdered set and show tha t there

ex ists a free O ckham algeb ra on any o rder set I.
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