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在 Radon 测度给定下的一类退化椭圆型方程
Ξ

甘　筱　青
(南昌大学, 330029)

摘　要　此文研究一类在Radon 测度给定下二阶退化拟线性椭圆型方程. 通过引入

逼近子问题列并求解、先验估计和收敛性研究, 证明了该方程广义解在带权 Sobo lev 空间的存

在性.
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1　提出问题

文[1 ], [ 2 ], [ 3 ]对于一类二阶椭圆型方程 !u= f , 讨论了当右端非齐次项 f ∈L
1 (8 ) , 更一

般地当 f ∈M (8 )时弱解的存在性, 这里M (8 ) = [Cc (8 ) ]′, 即Cc (8 )拓扑对偶, 也称为有界的

R adon 测度集, 且L
1 (8 ) < M (8 ). 最典型的例子是狄拉克函数 ∆∈M (8 ). 因为Π Υ∈Cc (8 ) , 有

〈∆a, Υ〉=∫8
∆(x - a) Υ(x ) d x = Υ(a) . 设二阶拟线性问题

(P 1)　
- d iv (aδ(u ,D u ) ) = Λ, 在 8 中

u = 0, 　　　　 在 58 ,

其中 Λ∈M (8 ) , 8 为R
N 中的有界开集, aδ: R ×R

N →R
N 连续且满足

(H 1)　ϖ Α> 0, Π (u , Ν)∈R ×R
N , 使得

aδ(u , Ν)õΝ≥Αõ Ν p , 　2-
1

N
< p≤N ;

(H 2)　Π u∈R , Π Ν1, Ν2∈R
N , Ν1≠Ν2, 有

[aδ(u , Ν1) - aδ(u , Ν2) ] [ Ν1- Ν2 ]> 0;

(H 3)　ϖ C > 0, Π (u , Ν)∈R ×R
N , 有

aδ(u , Ν) ≤C [ u p - 1+ Ν p - 1 ].

文[1 ], [ 2 ], [ 3 ]证明了存在 (P 1)的广义解 u∈W 0
1, q (8 ) , 其中 q ∈ [1,

N
N - 1

(p - 1) ] .

不失一般性, 考虑如下问题

(P 2)　
- d iv ( x Μaδ(u ,D u ) ) = Λ, 在 8 中

u = 0, 在 58 ,
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其中 aδ同上, 但在 (H 1) 中 p 的取值改为2-
1

N + Μ< p ≤N ; x Μ作为具散度主部形式的权

重, 0∈8 , Μ≥0. 由此, 有关项不再满足强制性, (P 2) 称为在R adon 测度给定下的退化拟线性椭

圆型方程问题. 将在带权 Sob loev 空间 (参见[4 ], [ 6 ])寻求 (P 2)的广义解.

2　主要定理及其证明

定理2. 1　 Π q ∈ [1,
N + Μ

N + Μ- 1
(p - 1) ] , 问题 (P 2)至少存在着一个广义解

u∈W 0
1, q (8 , x Μ).

证明　分成三个步骤来证明这个定理.

(一)　构造 (P 2)的逼近子问题列并求解

从 定理1. 1, 存在着D (8 ) 中的序列{Λn }使得 Λn→Λ 在D′(8 ) 中成立, 且 Λn L 1 (8 ) ≤

Λ M (8 ). 于是构造 (P 2)的逼近子问题列:

(P 2n)　　 A u n =
△

- d iv ( ( 1
n

+ x 2) Μö2) aδ(un ,D un) ) = Λn 在 8 中,

un = 0, 在 58 上,

其中 un 表示 (P 2n)的解, 这时 Λn∈D (8 ) < W
- 1, P′(8 ).

取V = W
1, p
0 (8 ) , 利用 aδ所满足的假定, 不难验证 (P 2n) 方程中算子A 满足椭圆型方程的

一般存在性定理, 因此存在着 (P 2n)的广义解 un∈W
1, p
0 (8 ). 它满足

(P�2n)　∫8
( 1

n
+ x 2) Μö2aδ(un ,D u n)D vd x =∫8

Λnvd x , 　Π v ∈W 0
1, p (8 ) ,

un ∈W 0
1, p (8 ).

　　 (二)　{u n}的先验估计和收敛性

由于 Λn L 1 (8 )≤C , 为了使得∫8
Λnvd x 关于 n 一致有界, 必须选择适当的测试函数 v n (作为

un 的函数) , 使得 v n L ∞ (8 ) ≤C 且 v n∈W 0
1, p (8 ). 以下证明中, 若无特别说明, C 均表示与 n 无

关的常数.

引理2. 1　设 ∆> 0, 则存在与 n 无关的常数C , 使得

∫8

x Μõ D un
p

(1 + u n ) 1+ ∆d x ≤∫8

( 1
n

+ x 2) Μö2 õ D un
p

(1 + un ) 1+ ∆ d x ≤C.

　　证明　取 7 ∆ (Ρ) =∫
Ρ

0

1
(1 + t ) 1+ ∆d t ( 7 ∆ L ∞ ≤ 1

∆ ) , 并且令 v n = 7 ∆(un) , 那么由[4 ]中

命题Ñ . 5, v n ∈W 0
1, p (8 ) ,D v n =

D un

(1 + un ) 1+ ∆. 把 v n 作为 (P�2n)的测试函数, 并利用 aδ的性质

可得:

Α∫8

( 1
n

+ x 2) Μö2 õ D un
p

(1 + un ) 1+ ∆ d x ≤∫8
Λnv nd x ≤ 1

∆ Λn L 1 ,

从而
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∫8

x Μõ D u n
p

(1 + un ) 1+ ∆d x ≤∫8

( 1
n

+ x 2) Μö2 õ D un
p

(1 + u n ) 1+ ∆ d x ≤C (Α, ∆)　 (Π n ≥ 1).

　　引理2. 2　如果2-
1

N + Μ< p≤N , 那么Π q∈[1, qc=
N + Μ

N + Μ- 1
(p - 1) ], 存在着与 n 无关的

常数C , 使得

∫8
x Μõ D un

qd x ≤∫8
( 1

n
+ x 2) Μö2 D u n

qd x ≤C ,

即un在W
1, q
0 (8 , x Μ)中保持一致有界.

证明　第一个不等式显然成立. 现考虑

∫8
( 1

n
+ x 2) Μö2 õ D u n

qd x

　 =∫8

( 1
n

+ x 2) Μö2õ q
p õ D un

q

(1 + un ) (1+ ∆) qöp (1 + u n ) (1+ ∆) qöp ( 1
n

+ x 2) Μö2 (1- q
p

)
d x

　≤ ∫8

( 1
n

+ x 2) Μö2 õ D un
p

(1 + un ) 1+ ∆ d x

qöp

∫8
1 + un

(1+ ∆) q
p - q ( 1

n
+ x 2)

Μ
2 d x

1- q
p

　≤C + C∫8
un

(1+ ∆) q
p - q ( 1

n
+ x 2) Μö2d x

1- q
p

.

可选取 ∆> 0和 Ε0充分小, 满足
(1 + ∆) q

p - q
= q3 △ (q - Ε0) (N + Μ)

N + Μ- q
(从条件 q∈ 1, qc 可

得 q
p - q

< q
3 , 因此这样的选择是可以办到的). 由于这时 q< p < N + Μ, 而 1≤q3 <

(N + Μ) q
N + Μ- q

, 根据[7 ]中定理,

∫8
( 1

n
+ x 2) Μö2 õ D un

qd x ≤C + C∫8
un

q3 ( 1
n

+ x 2) Μö2d x
(1- q

p
) 1

q3 q3

　≤C + C∫8
( 1

n
+ x 2) Μö2 õ D un

qd x

q3
q

(1- q
p

)

.

若设 y n =∫8
( 1

n
+ x 2) Μö2 õ D un

qd x , 则有

y n≤C + C (y n)
q3

q
(1- q

p
).

不难证明q3
q

(1-
q
p

) < 1, 从而可以推出 y n ≤C . 此引理得证.

定理2. 2　存在着一子序列 (不失一般性仍记为{u n}) 和一函数 u , 使得 un→u 在 8 中几乎

处处成立.

证明　设 Γ是个很小的正数, B (0, Γ) 是以0为中心 Γ为半径的“球”, 8 Γ= 8 øB (0, Γ) , 则对

于 q∈ (1, qc) ,

∫8 Γ
D un

qd x ≤ 1
ΓΜ∫8 Γ

x Μõ D u n
qd x d t ≤C (Γ)　 (与 n 无关) ,

于是{un }在W 0
1, q (8 Γ) 中保持一致有界, 因为此时W 0

1, q (8 Γ) 是自反的, 所以存在着一个子列

(与 Γ有关, 记为{U nΓ}) 和某一函数 u , 使得U nΓ_ u 在W 0
1, q (8 Γ) 中弱收敛. 又Π S ∈ 1, q3 , 其
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中 1
q3 =

1
q

-
1

N
, W 0

1, q (8 Γ) < L s (8 Γ) 为紧嵌入, 可得U nΓ_ u 在L
s (8 Γ)中强收敛, 从而在子

列意义下,U nΓ_ u 在 8 Γ 中几乎处处成立.

现在置 J n =∫8
un - u Βõ x Μd x , 0 < Β < q. 如果有 J n→0, 则可得 un→u 在 8 中几乎

处处成立. 用反证法: 假设 J n→0不成立, 那么存在着一子序列 (不失一般性仍记为{un}) , 使得

lim inf
n→∞

J n> C
�> 0. 但另一方面, 对这样的序列作类似于以上的分析, 记

J nΓ=∫8
unΓ - u ∆õ x Μd x

=∫8
unΓ - u ∆õ x Μd x +∫8 ø8 Γ

unΓ - u ∆õ x Μd x =
△

I 1 + I 2.

从前述结果和V ita li 定理得到 I 1→0; 而

I 2 ≤ ∫8
u nΓ - u q õ x Μd x

∆öq

∫8 ø8 Γ
x Μd x

1- ∆
q

≤C õ m es (8 ø8 Γ) 1- ∆
q ≤C ΓN (1- ∆

q
) ,

这里m es 表示测度, m es (8 ø8 Γ) =
ΠN ö2

# (N
2

+ 1)
ΓN.

所以只要选择 Γ<
C�

C

1

N (1-
∆
q

) , 就可使得 lim inf
n→∞

J nΓ≤CΓN (1-
∆
q

) < C�, 而{unΓ}是{u n }的子序

列, 这与假设矛盾, 所以得证 J n→0.

引理2. 3　设

T k (Ρ) =

k , 如果 Ρ > k > 0

Ρ, 如果 Ρ ≤ k ,

- k , 如果 Ρ < - k.

那么对于定理2. 2得到的函数 u , 有 T k (u ) ∈W 0
1, p (8 , x Μ) (也把 T k (u ) 记作 u

k ) , 其中2-

1
N + Μ< p≤N .

证明　从定理2. 2和 T k 的连续性等性质可得 T k (un ) →T k (u ) 在 8 中几乎处处成立和

T k (un) ≤C. 再利用V ita li 定理与嵌入定理, 有 T k (u n) →T k (u ) 在L
r (8 ) 里强收敛, 其中1< r

<
N + Μ

N + Μ- p
(p - 1).

另一方面, 取 v n =∫
un

0
T ′k (Ρ) p d Ρ　 un ∈W 0

1, p (8 ) 可以得到:

v n ∈W 0
1, p (8 ) , D v n = T ′k (Ρ) PD un

几乎处处成立, 和

v n L ∞ ≤∫R
T ′k (Ρ) P d Ρ =∫{ Ρ ≤k}

d Ρ = 2k.

将 v n 作为 (P�2n)的测试函数可得

∫8

1
n

+ x 2
Μö2

aδ(un ,D u n) õD u n õ T ′k (un) p d x =∫8
Λn õ v nd x
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　] Α∫8
x Μ D u n

p õ T ′k (un) p d x ≤ v n L ∞õ Λn L 1

　] ∫8
x Μõ D T ′k (un) p d x ≤C.

即说明 T k (u n) 在W 0
1, p (8 , x Μ) 保持一致有界. 类似于定理2. 2的分析得到: 存在一函数 Ν, 使

得 T k (un) _ Ν在W 0
1, p (8 , x Μ)中弱收敛和 T k (un) _ Ν在 8 中几乎处处成立. 对照前一部分可

得 Ν= T k (u n) , 因此综合得到 T k (u )∈W 0
1, p (8 , x Μ). 证毕.

定理2. 3　D u n→D u 几乎处处成立, 并且Π q∈ 1, qc , un→u 在W 0
1, q (8 , x Μ)中强收敛.

证明　设

△ (u n , u ) = x Μ aδ(u n ,D un) - aδ(u n,D u ) õ (un - u ) ≥ 0.

先来证∫8
△ (u n , u ) 1öP d x

n →∞
= 0.

对于1< q< p , 利用 Young 不等式可得:

△ (un , u ) 1öP≤Cõ x Μ un + D u n + D u ,

从而

∫8
△ (un , u ) 1öp d x < + ∞.

记

∫8
△ (u n , u ) 1öp d x =∫ u > k ∩8

△ (u n , u ) 1öp d x +∫ u ≤k ∩8
△ (u n , u ) 1öp d x

=
△

I 1 + I 2.

由于

k õm es x : u (x ) > k =∫ u > k ∩8
kd x ≤∫8

u (x ) d x = u L 1 (8 )

　] m es x : u (x ) > k ≤ 1
k

u L 1 (8 ).

从而结合Hoβlder 不等式和前述结果, 对于1< q< qC 得到:

I 1 ≤C un L q + D un L q + D u L q õ m es x : u (x ) > k 1- 1
q

　≤C õ 1
k

1- 1
q

(C 是与 n , k 均无关的常数).

对于 Ε> 0, 又记

I 2=∫ u ≤k , un- u > Ε
△ (u n , u ) 1öP d x +∫ u ≤k , un- u ≤Ε

△ (u n , u ) 1öP d x

=
△

I 21 + I 22.

类似于对 I 1的分析, 可得

I 21≤C m es x : u (x ) ≤k , un (x ) - u (x ) > Ε
1- 1

q n→∞
0.

而从引理2. 3, 在集合 x : u (x ) ≤ k 上, u = T k (u ) = u k ∈W 0
1, p (8 , x Μ) , △ (u n , u k ) ∈

L 1 (8 , x Μ) . 从而
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I 22 ≤C∫ u ≤k , un- u ≤Ε
△ (un , u k ) d x

1öp

.

若取H = x : u (x ) ≤k , u n (x ) - u (x ) ≤Ε , 则

∫H
△ (u n , u k ) d x =∫H

x Μ aδ(un ,D un) - aδ(un ,D u k ) õD (un - u k ) d x ,

引入函数

S Ε(Ρ) =
Ρ, 如果 Ρ ≤ Ε,

Εõ sign (Ρ) , 如果 Ρ > Ε,

那么 S Ε(u n- u
k )∈W 0

1, p (8 , x Μ) , 并且 S Ε L ∞≤Ε. 于是

∫H
△ (u n , u k ) d x ≤∫8

1
n

+ x 2
Μö2

aδ(u n ,D un) - aδ(u n ,D u k ) õD S Ε(un , u k ) d x

　≤∫8

1
n

+ x 2
Μö2

õ aδ(u n ,D un) õD S Ε(u n, u k ) d x

　　 - ∫8
x Μõ aδ(un ,D u k ) õD S Ε(un , u k ) d x

　 =∫8
S Ε(un , u k) õ Λnd x - ∫8

x Μõ aδ(un ,D u k ) õD S Ε(un , u k ) d x

　≤ Εõ Λn L 1 - ∫8
x Μõ aδ(un ,D u k ) õD S Ε(un , u k ) d x

　　类似于引理2. 3中的分析可得: S Ε(un , u k ) 在W 0
1, p (8 , x Μ) 中保持一致有界 (Π n ≥ 1) ;

S Ε(un , u k ) →S Ε(u - u k ) 在 8 中几乎处处成立, 和S Ε(u n - u k ) _ S Ε(u n , u k ) 在W 0
1, P (8 , x Μ) 中

弱收敛.

另一方面, 从 aδ的性质, S Ε 的定义和定理2. 2, 利用V ita li 定理可得:

x Μõ aδ(un ,D u k ) → x Μõ aδ(u ,D u k ).

在 L p′(8 ) N 中强收敛. 从而

∫8
x Μõ aδ(un ,D u k ) õD S Ε(un - u k ) d x →∫8

x Μõ aδ(u ,D u k ) õD S Ε(u - u k ) d x

lim sup
n→+ ∞∫H

△ (u n , u ) d x ≤C õ Ε- ∫8
x Μõ aδ(u ,D u k ) õD S Ε(u - u k ) d x

= O Ε(1) → 0　 (当 Ε→ 0).

综上所述, 有

∫8
△ (u n , u )

1
P d x ≤C õ 1

k

1- 1
q

+ C m es x : u ≤ k , un - u > Ε
1- 1

q

　 + C∫H
△ (u n, u k ) d x

1
p

0 ≤ lim sup
n→+ ∞∫8

△ (un , u )
1
p d x ≤C

1
k

1- 1
q

+ O Ε(1)
1
p.

再取 Ε→0, 则

0 ≤ lim sup
n→+ ∞∫8

△ (u n , u )
1
p d x ≤C õ 1

k

1- 1
q

→ 0　 (当 k →+ ∞) ,
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所以得到∫8
△ (u n , u )

1
P d x → 0.

然后, 依照[5 ]中的方法可得: 当 n→+ ∞时, △ (un , u )→0在 8 中几乎处处成立; D u n (x )→

D u (x )在 8 中几乎处处成立. 再利用V ita li 定理和前述结论获得 un→u 在W 0
1, q (8 , x Μ) 中强

收敛 (1≤q< qc).

(三)　取极限回归原问题

在对子问题列 (P�2n) 的解 un 的一致有界估计和收敛性进行研究后, 再次利用V ita li 定理,

可得

1
n

+ x 2
Μö2

aδ(un ,D u n)→ x Μ
aδ(u ,D u )

在 L 1 (8 , x Μ N 强收敛, 从而Π Υ∈D (8 )

∫8

1
n

+ x 2
Μö2

aδ(u n ,D un) õD Υd x →∫8
x Μõ aδ(u ,D u ) õD Υd x.

又由定理1. 1,∫8
Λn õ Υd x →< Λ, Υ> , 于是, 至少存在着一个广义解

u∈W 0
1, q (8 , x Μ) , 1≤q< qc=

N + Μ
N + Μ- 1

(p - 1)

满足

∫8
x Μõ aδ(u ,D u ) õD Υd x = < Λ, Υ> , Π Υ∈D (8 ).

到此, 定理2. 1证毕.

3　注　记

(1)　当方程 (P 2)中参数 Μ= 0时, 本文中的主要定理 (定理2. 1) 所获结论相应取 Μ= 0, 与

文章[1 ], [ 2 ]所处理的问题及其结论一致. 因此可以说, 对 (P 2) 的研究比文[ 1 ], [ 2 ]更深入. 本

文对退化情况的讨论方法, 不同于文[3 ].

(2). 本文仅研究了 2 -
1

N + Μ< p ≤N 的情形. 当 p > N 时, 从嵌入定理W 0
1, p (8 ) <

C (8ϖ) , 可以证得M (8 ) < W - 1, p′(8 ) , 因此问题转化为经典意义下的求解. 当1< p ≤2-
1

N + Μ
时, 如果停留在带权的 Sobo lev 空间来寻求解的存在性是不够的, 必须另辟途径.

作者衷心感谢导师萧树铁教授和法国 J. M. R ako to son 教授的指导.
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A D egenerate Ell iptic Equation with Radon-M easures as Data

Gan X iaoqing
(N anchang U niversity, 330029)

Abstract

T h is paper dea ls w ith a quasilinear degenera te ellip t ic equat ion w ith R adon - m easu res

as da te. By in troducing a sequence of app rox im at ing p rob lem s and their so lu t ion, studying

p rio ri est im ate and convergence, w e p rove the ex istence of w eak so lu t ion in a w eigh ted

sobo lev space.

Keywords　R adon2m easu re, degenera te ellip t ic equat ion, w eak so lu t ion, p rio ri est im ate,

convergence.
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