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一类奇异非线性边界值问题正解的存在性和非唯一性
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摘　要　本文研究了一类奇异非线性边界值问题 g p (x ) g″(x ) + h (x ) = 0, - k< x <

1, g′(- k) = C , g (1) = 0, k> 0正解的存在性和非唯一性. 问题起源于幂律流体理论中著名的

边界层方程. u
5u
5x

+ v
5u
5y

=
5

5y
(Χû 5u

5y
û n- 1 5u

5y
) ,

5u
5x

+
5v
5y

= 0, uû y = 0= - U w , v û y = 0= V w (x ) ,

uû y = + ∞= U ∞.
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1　引　言

本文研究如下形式的奇异非线性边界值问题:

g p (x ) g″(x ) + h (x ) = 0, - k < x < 1, (1. 1)

g′(- k ) = C , 　g (1) = 0　k > 0, (1. 2)

其中 h (x )假定为定义在[ - k , + ∞)上的连续增函数且满足

M 2ûx û Ρ ≤ ûh (x ) û ≤M 1ûx û Κ, (1. 3)

lim
x→+ ∞

h (x )
x Ρ > M , (1. 4)

M 1,M 2,M 均为正常数, p ≥1, 0< Κ≤Ρ, Κ- p + 1> 0.

问题 (1. 1) , (1. 2)的一个直接物理背景来源于如下流体力学方程[ 4 ]:

u
5u
5x

+ v
5u
5y

=
5

5y
(Χû 5u

5y
) û n- 1 5u

5y
) , (1. 5)

5u
5x

+
5v
5y

= 0, (1. 6)

uû y = 0 = - U w , 　v û y = 0 = V w (x ) , 　uû y = + ∞ = U ∞. (1. 7)

　　引入流函数 Υ(x , y )和相似变换 Γ
Υ(x , y ) = A x Αf (Γ) , Γ= B x Βy , (1. 8)

其中A ,B , Α, Β为待定常数.
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选取 Β= - Α,A B = U ∞经过计算得:

u =
5Υ
5y

= U ∞f ′(Γ) , v = -
5Υ
5x

= - A Αx Α- 1 [ f (Γ) - Γf ′(Γ) ]. (1. 9)

　　将 (1. 9)代入 (1. 5) - (1. 7)并置 Α= :
1

n+ 1
,B = :

U 2- n
∞

(n+ 1) Χ

1
n+ 1

得

- f (Γ) f ″(Γ) = (û f ″(Γ) û n- 1f ″(Γ) )′, (1. 10)

f (0) = - C , f ′(0) = - k , f ′(+ ∞) = 1, (1. 11)

其中 k=
U w

U ∞
, C = (n+ 1)B V w (x ) x

n
n+ 1öU ∞.

再引入 x = f ′(Γ)的反函数 Γ= Ω(x ) , 0≤Γ< + ∞, 并定义 g (x ) = : (f ″〔Ω(x )〕) n, x ∈[ - k ,

1)代入 (1. 10) , (1. 11)最后可得

g″(x ) = - x g
- 1

n (x ) , 　 - k < x < 1, (1. 12)

g′(- k ) = C , 　g (1) = 0, 　k > 0. (1. 13)

　　显然, 如上奇异边值问题为边值问题 (1. 1) , (1. 2)的一个特殊情况.

2　主要结果

感兴趣的是问题在[ - k , 1)内的正解, 故可将 (1. 1) , (1. 2)改写为

g″(x ) = -
h (x )
g p (x ) , 　 - k < x < 1, (2. 1)

g′(- k ) = C , 　g (1) = 0, 　k > 0. (2. 2)

　　不直接求解 (2. 1) , (2. 2) , 而考虑如下初值问题

g″(x ) = -
h (x )
g p (x ) , 　 - k < x < 1, (2. 3)

g (- k ) = Α, 　g′(- k ) = C , 　k > 0. (2. 4)

　　现在的问题是寻求 Α> 0, 使 (2. 3) , (2. 4)的解在[ - k , 1)内为正, 并且 lim
x→1-

g (x , Α) = 0.

定理1　如果C < 0, k , Ρ, Κ, p 满足

( i)　- C≥
M 1

Κ2p + 1
k Κ- p + 1

1
p + 1

;

( ii)　
M 1

M 2
k

Κ+ 2≤2 (Κ+ 2)
3Ρ+ 2 ;

( iii)　k >
M 1

M 2

Ρ+ 1
(Κ+ 1) (Κ+ 2)

1
Ρ+ 1

,

则边界值问题 (1. 1) , (1. 2)有一个单调递减的解 (满足 Α> - Ck ) , 和另一个有负的局部极小值

和正的局部极大值的解 (满足0< Α< - Ck ).

定理2　如果C≥0, 设

a1 = C + 2
1
2

M 1k Κ+ 2

1
p + 1

, 　a2 = C +
M 1

( 1
2

M 2k Ρ+ 2) p ö(p + 1)

k Κ+ 1

Κ+ 1
,
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b1 =
C (Κ+ 1) Αp +

Κ+ 1
Ρ + 1

M 2k Ρ+ 1

M 1

1
Κ+ 1

,

当 Ρ> Κ并且 b1>
M 1

M 2

Ρ+ 1
Κ- p + 1

1
Ρ- Κ

时, 设

b2 =
a1a2

1öp

(
M 2

Ρ + 1
) 1öp õ b1

(Ρ- Κ) öp - (
M 2

Κ- p + 1
)

1öp

p
x + 1

,

当 Ρ= Κ时, 设 b2= b
3
2 , 这里 b

3
2 是方程

a1a2
1öp

+ x a2
1+ 1öp

= (
M 2

Ρ + 1
) 1öp x

(Ρ+ 1) öp
(0 < x < 1)

的最大实根, b
3
2 = f (a1, a2,M 2, p , Ρ). 如果

b2 +
2 (a1 + a2b2)

p + 1
2

M 2bΡ
1

< 1,

则边值问题 (1. 1) , (1. 2)至少有两个解, 一个满足 Α> (-
1
2 h (- k )õk

2)
1ö(p + 1)

, 另一个满足0< Α

< (-
1
2 h (- k )õk

2)
1ö(p + 1)

, 两个解在[ - k , Β]内 (Β为解最大值点横坐标) 都是递增的, 而在 (Β,

1)内是递减的.

定理3　除了定理1的条件 ( i) , ( ii) , ( iii)外, 如果 Κ, p , C , k 满足 Κ- 2p + 1> 0及

( iv)　- C≥ M 1k Κ- 2p + 2

Κ- 2p + 2
+

M 1k Κ- 2p + 1

Κ+ 1

1
2p

;

(v)　
M 2

M 1
>

(Ρ+ 1) (Ρ+ 2)
(Κ+ 1) (Κ+ 2)〔(Κ+ 2) k

Κ+ 1+ (Κ+ 1) k
Κ+ 2〕,

则边值问题 (1. 1) , (1. 2)有且仅有一个单调递减 (满足 Α> - Ck )的解.

3　证　明

首先不加证明给出如下四个引理, 关于它们的证明, 读者可仿照文[ 1 ]中定理1, 引理1- 3

给出.

引理1　对每一个确定的值C 和 Α> 0初值问题 (2. 3) , (2. 4)有唯一正解. 设[ - k , x
3
Α )是正

解存在的最大区间, 那么在[ - k , x
3
Α )内, g (x , Α) > 0, 并且有

g (x 3
Α , Α) = lim

x→x 3
Α

g (x , Α) = 0.

　　引理2　对任何C 值和任何 Α> 0, 有 x
3
Α ≥0, 如果C≥0, 则有严格的不等式 x

3
Α > 0.

引理3　对任何确定的C , x
3
Α 是 Α的一个连续函数.

引理4　对任何确定的C , 当 Α→+ ∞时, x
3
Α →+ ∞.

引理5　如果C < 0, Α= - Ck , 并且定理1的条件 ( i) , ( ii)成立, 则 x
3
Α < 1.

证明　对 Α≥- Ck , 因当- k < x < 0时 g″(x ) > 0, 故对- k≤x ≤0有 g (x ) ≥Α+ C (x + k ) ,

于是
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g′(0) = C - ∫
0

2k

h (x )
g p (s) d s ≤

- (- C ) p (Κ- p + 1) + M 1k Κ- p + 1

(- C ) p (Κ- p + 1) .

由 ( i) 　 g
′( 0 ) ≤ 0, 这蕴含当 - k ≤ x ≤ 0 时 g′( x ) < 0, 对 Α= - Ck 有 0 < g ( 0, Α) ≤

M 1k Κ+ 2

g p (0, Α) (Κ+ 2) , 故可得

0 < g (0, Α) < (
M 1k Κ+ 2

Κ+ 2
)

1ö(p + 1)
= a. (3. 1)

　　下面寻求 x
3
Α 的上界, 注意到 g″(0) = 0, 得

g (x ) ≤ f (x ) =
a -

M 2ΕΡ

2ap (x - Ε) 2, Ε< x < x 3
a

　a , 0 ≤ x ≤ Ε.

f (x )交 x 轴于点 x = Ε+
2ap + 1

M 2Εp = 3Ε≤1 Ε= (ap + 1

2M 2
)

1ö(Ρ+ 2)
.

由引理3- 5即得到当C < 0时, (1. 1) , (1. 2)满足 Α> - Ck 的解的存在性的证明.

下面证明当C < 0时, (1. 1) (1. 2)存在另外的解.

引理6　设C , k 除满足引理5的条件外, 又满足定理1的条件 ( iii) , 则 (1. 1) , (1. 2) 存在另外

一解, 满足0< Α< - Ck , 且此解具有一个负的局部极小值点和一个正的局部极大值点.

证明　如果 Α足够小, 因 C 为负, 由引理2, g (x ) 在某点 r (- k < r< 0) 达到它的局部极小

值. 在[ - k , r ]内考虑 (2. 3) , (2. 4) 的解. 当 Α足够小时, 对- k≤x ≤r, 有 g (x , Α) ≤Α. 由 g′( r)

= 0得

- C = - ∫
r

2k

h (s)
g p (s) d s ≥

M 2

Αp [k Ρ+ 1 - (- r) Ρ+ 1 ],

这蕴含当 Α→0时, r→- k 且 g (r)→0.

下面考虑当 Α充分小时, (2. 3) , (2. 4) 在 ( r, 0) 内的解, 注意到 g′(0, Α) =∫
0

r

h (s)
g p (s, Α) d s >

0, 解 g (x )在[ r, 0 ]内递增, 对 r≤x ≤0可得如下结果

lim
Α→0

g′(0) ≥
M 2k Ρ+ 1

g p (0) (Ρ + 1) , 　 lim
Α→0

g (0) ≥ k Ρ+ 2

Ρ + 2
M 2

1
p + 1

.

　　对充分小的 Α> 0, 有 g′(0) > 0, 由引理1知 g (x )必在某点 Β达到最大值, 并且和 x 轴交于

点 x
3
Α , 设 x 1是使得 g (0) = g (x 1)的点, 则由积分表达式可得

g′(0) x 1 =∫
x 1

0

(x 1 - s) h (s)
g p (s) d s ≤

M 1

g p (0)
x Κ+ 2

1

(Κ+ 1) (Κ+ 2).

利用 ( iii)即得

lim
Α→0

x 3
Α ≥ lim

Α→0
x 1 > 1.

　　由上式及引理3, 5即得引理6的证明, 由引理1- 6即得定理1的证明.

引理7　设 C≥0, g (x ) 为 (2. 3) , (2. 4) 满足条件 Α= [ -
1
2 h (- k ) k

2 ]
1ö(p + 1)

的解, a i, bi ( i=

1, 2)定义同定理2, 如果 b2+
2 (a1+ a2b2)

(p + 1) ö2

M 2bΡ
1

< 1, 则 x
3
Α < 1.

证明　先推导 g (0) , g′(0)的上界, 因为对- k≤x ≤0有

—47—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



g (x ) ≤ f (x ) = -
h (- k )

2Αp (x + k ) 2 + C (x + k ) + Α,

故有

g (0) ≤C k + 2〔1
2

k Κ+ 2M 2〕
1ö(p + 1)

= a1, (3. 6)

g′(0, Α) ≤C +
M 1

1
2

M 2k Ρ+ 2
p ö(p + 1)

k Κ+ 1

Κ+ 1
= a2. (3. 7)

　　再求使 g′(Β) = 0的 Β和 g (Β)的上界, 注意到对0≤x ≤Β, g (0)≤g (x )≤g (Β)故得

1
g p (Β)∫

Β

0
h (s) d s ≤ g′(0) ≤ 1

g p (0)∫
Β

0
h (s) d s, (3. 8)

g (Β) ≤ g (0) + Βg′(0). (3. 9)

由 (3. 8) , (3. 9)可得:

C Αp +
M 2k Ρ+ 1

Ρ + 1
≤ g′(0) g p (0) ≤

M 1

Κ+ 1
ΒΚ+ 1,

由此即得

Β≥
C (Κ+ 1) Αp + M 2

Κ+ 1
Ρ + 1

k Ρ+ 1

M 1

1
Κ+ 1

= b1. (3. 10)

又注意0< x ≤Β时 g″(x ) < 0, 于是

[g ′(0) ]
1öp

g (Β) ≤ [g′(0) ]
1öp

g (0) +
M 1

Κ- p + 1

1öp

Β(Κ+ 1) öp. (3. 11)

　　由 (3. 8) , (3. 10) , (3. 11)得

[g′(0) ]
1öp

g (0) ≥ (
M 2

Ρ + 1
)

1öp
b1

(Ρ- Κ) öp
- (

M 1

Κ- p + 1
)

1öp Β
(Κ+ 1) öp

. (3. 12)

设A = (
M 2

Ρ+ 1
)

1öp
b1

(Ρ- Κ) öp
- (

M 1

Κ- p + 1
)

1öp
由引理条件知, 当 Ρ> Κ时A > 0, 由 (3. 12)即得,

Β≤ a1a2
1öp

A

p
Κ+ 1

= b2. (3. 13)

当 Ρ= Κ时, 由 (3. 6) - (3. 9)得

a1a2
1öp + Βa2

1+ 1öp ≥
M 2

Ρ + 1

1öp

Β(Ρ+ 1) öp.

　　设 b
3
2 是方程 a1a2

1öp + x a2
1+ 1öp =

M 2

Ρ+ 1

1öp

x
(Ρ+ 1) öp (0< x < 1)最大实根, 则显然有

Β≤b2≤b
3
2 = f (a1, a2,M 2, p , Ρ).

注意到当 Β≤x ≤x
3
Α 时 g (x )≤g (Β) -

h (Β)
2g p (Β)

(x - Β) 2, 故得

x
3
Α ≤Β+

2g
p + 1

(Β)
h (Β) ≤b2+

2 a1+ a2b2
(p + 1) ö2

M 2bΡ
1

< 1.

引理8　设C≥0, g (x )是 (2, 3) , (2, 4)的解, 则当 Α→0时, g (0)→+ ∞.

证明　由积分表达式, 一方面可得
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lim g (0 )
Α→0

≥ (C k ) p + 1 +
M 2k Ρ+ 2

Ρ + 2

1ö(p + 2)

, (3. 14)

另一方面还有

g (0) ≥ Α+ Ck +
M 2k Ρ+ 2

(Ρ + 2) (g (0) - Α)

1
1 - p

(g
1- p

(0) - Α1- p ) , p > 1,

ln
g (0)

Α , p = 1.

由上式及 (3. 14)即知, 当 Α→0时, g (0)→+ ∞.

由引理4, 7, 8即得定理2的证明.

下面证明定理3.

由定理1已经得到了解的存在性的证明, 现证明单调解的唯一性, 注意到对 (1. 1) , (1. 2)任

何单调递减的解, 从积分表达式 g (1) = 0 = Α+ C (k + 1) - ∫
1

- k

(1 - s) h (s)
g p (s) d s 得

Α+ C (1 + k ) =∫
0

- k

(1 - s) h (s)
g p (s) d s +∫

1

0

(1 - s) h (s)
g p (s) d s

≥ 1
g p (0)

M 2

(Ρ + 1) (Ρ + 2) -
(Κ+ 2) k Κ+ 1 + (Κ+ 1) k Κ+ 2

(Κ+ 1) (Κ+ 2) M 1 .

　　利用上式及 (v)即得: Α> - C (1+ k )

现设 g 1, g 2是 (1. 1) , (1. 2)相应于 Α1, Α2的两个单调递减解且 Α1> Α2> - Ck , 在 [ - k , 0 ]的

任何子区间[ - k , Ν] (其中 g 1≥g 2) , 有积分表达式

g 1 (Ν) - g 2 (Ν) = Α1 - Α2 +∫
Ν

- k

g
p
1 (s) - g

p
2 (s)

g
p
1 (s) g

p
2 (s)

(Ν- s) h (s) d s.

　　因 g
p
1 (x ) - g

p
2 (x )在[ - k , Ν]递减且 g i (x ) > Cx , x ∈[ - k , Ν], i= 1, 2故当 Α1> Α2> 1或 Α1>

1, 0< Α2< 1时有

g 1 (Ν) - g 2 (Ν) > (Α1 - Α2) 1 -
M 1k Κ- 2p + 2

(Κ- 2p + 2)C 2p > 0; (3. 15) 1

当0< Α2< Α1< 1时有

g 1 (Ν) - g 2 (Ν) > (Αp
1 - Αp

2 ) 1 -
M 1k Κ- 2p + 2

(Κ- 2p + 2)C 2p > 0, (3. 15) 2

这也蕴含当- k≤x ≤1时, g 1 (x ) - g 2 (x )≥0. 另一方面注意到

ûg′1 (0) - g ′
2 (0) û ≤

M 1k Κ- 2p + 1

(Κ+ 1)C 2p (Αp
1 - Αp

2 ) , (3. 16)

　　0> - ∫
1

0
(1- s)

1
g p

2 (s) -
1

g 1
p

(s) d s= g 1 (0) - g 2 (0) + g′1 (0) - g′2 (0)

≥

(Α1- Α2) 1-
M 1k Κ- 2p + 2

(Κ- 2p + 2)C 2p -
M 1k Κ- 2p + 1

(Κ+ 1)C 2p , 当 Α1> Α2> 1或 Α1> 1, 0< Α2< 1,

(Αp
1 - Αp

2 ) 1-
M 1k Κ- 2p + 2

(Κ- 2p + 2)C 2p -
M 1k Κ- 2p + 1

(Κ+ 1)C 2p , 当0< Α2< Α1< 1.

≥0.

这是一个矛盾, 定理得证.

类似可讨论当C≥0时, (1. 1) , (1. 2)正解的唯一性问题, 本文从略.
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Abstract

T h is paper stud ies the ex istence and nonun iqueness of po sit ive so lu t ion s fo r a class of

singu lar non linear boundary value p rob lem s g
p (x ) g

″(x ) + h (x ) = 0, - k< x < 1, g′(- k ) = C ,

g (1) = 0, k > 0 w h ich o rig ina tes from the fam ou s boundary layer equat ion in the theo ry of

pow er law flu ids.

u
5u
5x

+ v
5u
5y

=
5

5y
( Χû 5u

5y
û n- 1 5u

5y
) ,

5u
5x

+
5v
5y

= 0, uû y = 0= - U w , v û y = 0= V w (x ) , uû y = + ∞= U ∞.

Keywords　po sit ive so lu t ion s, nonun ique so lu t ion s, singu lar boundary value p rob lem.
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