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完备格中的完备子集与它们相关的映射
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摘　要　本文研究了完备格中的各种完备子集与完备格中的各种保序幂等自映射之

间的关系, 得到了一系列的新定理, 弄清楚了它们之间的相互关系.
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定理1 (M. W ard, 1942; A. T arsk i, 1955)　设 (L , ≤) 是完备格, Υ是L 到L 的保序映射, 令

F ix (Υ) = {x ∈L : Υ(x ) = x }, 则 F ix (Υ) 在≤下也是一个完备格.

这里的保序性质是指: x ≤ y ] Υ(x ) ≤ Υ(y ).

证明　分 4 步进行.

(1)　 令 S = {x ∈L : Υ(x ) ≤ x }. 因为 Υ(1) ≤ 1, 所以 1 ∈S , S ≠ Á (S 为非空). 命∧S

= u (S 在L 中的下确界). Π x ∈S , u ≤ x , Υ(u ) ≤ Υ(x ) ≤ x , 所以 Υ(u ) 是S 的一个下界, Υ(u )

≤ u , Υ(Υ(u ) ) ≤ Υ(u ) , 即 Υ(u ) ∈ S , u ≤ Υ(u ). Υ(u ) = u , 得到 u ∈ F ix (Υ).

(2)　令 T = {x ∈L : x ≤ Υ(x ) }. 因为 0 ≤ Υ(0) , 所以 0 ∈ T , T ≠ Á . 命∨ T = v (T 在

L 中的上确界). Π x ∈ T , x ≤ v , x ≤Υ(x ) ≤Υ(v ) , 所以Υ(v ) 是 T 的一个上界, v ≤Υ(v ) , Υ(v )

≤ Υ(Υ(v ) ) , 即 Υ(v ) ∈ T , Υ(v ) ≤ v , Υ(v ) = v , 得到 v ∈ F ix (Υ).

(3)　x ∈ F ix (Υ) ] Υ(x ) = x , Υ(x ) ≤ x , x ∈S ; F ix (Υ) Α S ; u = ∧S ≤ x ∈S , u ≤ x ∈

F ix (Υ) , u ∈ F ix (Υ) , 所以 u 是 F ix (Υ) 中的最小元. F ix (Υ) Α T , v = ∨ T ≥ x ∈ T , v ≥ x ∈

F ix (Υ) , v ∈ F ix (Υ) , 所以 v 是 F ix (Υ) 中的最大元.

(4)　在 F ix (Υ) 中任取{x i ∈ F ix (Υ) : i ∈ I } Α F ix (Υ) , I 为任意地固定的一个集. 令W =

{x ∈L : (Π i ∈ I ) (x i ≤Υ(x ) ≤ x ) }. i ∈ I , x i ≤ 1, x i = Υ(x i) ≤Υ(1) ≤ 1, 得 1 ∈W ,W ≠Á .

命 ∧W = u 0. Π x ∈W , u 0 ≤ x ∈W , Υ(u 0) ≤ Υ(x ) ≤ x ∈W , 所以 Υ(u 0) 是W 的一个下界,

Υ(u 0) ≤ u 0; Π i ∈ I , x i 是W 的一个下界, x i ≤ u 0, x i = Υ(x i) ≤ Υ(u 0) ≤ u 0, x i = Υ(x i) ≤

Υ(Υ(u 0) ) ≤ Υ(u 0) , 所以 Υ(u 0) ∈W , u 0 ≤ Υ(u 0) , Υ(u 0) = u 0, u 0 ∈ F ix (Υ) , u 0 是{x i: i ∈ I } 的一

个上界. 对于{x i: i ∈ I } 在 F ix (Υ) 中的任一上界 u 1, Π i ∈ I , x i ≤ u 1, x i = Υ(x i) ≤Υ(u 1) = u 1,

x i ≤ Υ(u 1) ≤ u 1, u 1 ∈ F ix (Υ) , 得到 u 1 ∈W , u 0 ≤ u 1. u 0 是{x i ∈ F ix (Υ) : i ∈ I } 在 F ix (Υ) 中的

上确界.

由 (3) , (4) 得知: F ix (Υ) 在≤下是一个完备格.
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问题　若 (L , ≤) 是完备格, Υ是L 到L 的映射, 且有 x ≤ y ] Υ(x ) ≥Υ(y ) , Π x , y ∈L ,

令 F ix (Υ) = {x ∈L : Υ(x ) = x }, 则问: F ix (Υ) 在≤下是一个完备格吗?

下面的例子给出这个问题的回答.

　例 　 由右图所给出的 6 点格是一个完备格 (作为L ) , 令 Υ(1) = 0, Υ(0) = 1, Υ(a) =

Υ(b) = a , Υ(c) = Υ(d ) = c, 则Υ是L 到L 的映射, 且有x ≤y ] Υ(x ) ≥Υ(y ) , Π x , y ∈L , F ix (Υ)

= {a , c}, 但是{a , c} 是≤下不是完备的 (因为在{a , c} 中没有最大、最小元).

定理 2　 设 (L , ≤) 是一个完备格, S Α L , S 在≤下是一个完备格, 则一定存在有一个L

的保序的、幂等 (定理 1 之逆) 的自映射 Υ使得:

F ix (Υ) = {x ∈L : Υ(x ) = x } = range (Υ) = {Υ(x ) : x ∈L } = S.

证明　令∧
S

S = 0S (即S 中的最小元) , ∨
S

S = 1S (即S 中的最大元) , 所以 Π x ∈S 一定

有 0S ≤ x ≤ 1S. 记号∨
S

, ∧
S
表示在 S 中取上确界、下确界, S 中的并、交.

对 x ∈L , 定义 Υ(x ) = ∨
S

{y : y ∈S , y ≤ (x ∨ 0S ) ∧ 1S }, 则 Υ是L 到L 的映射 (自映射) ,

Υ(x ) ∈ S.

若 x ∈ S , 则: 0S ≤ x ≤ 1S , (x ∨ 0S ) ∧ 1S = x ∧ 1S = x , Υ(x ) = ∨
S

{y : y ∈S , y ≤ (x ∨

0S ) ∧ 1S } = ∨
S

{y : y ∈ S , y ≤ x } = ∨
S

2 , 因为 x ∈S , 所以 x 是 2 在S 中的一个上界, Υ(x ) ≤

x ; 因为 x ≤ x , x ∈ S , 所以 x ∈ 2 , x ≤ Υ(x ). 故有 Υ(x ) = x. 即 x ∈ S ] Υ(x ) = x.

若 x ∈ S , 则 Υ(x ) = x. 即有 S Α F ix (Υ) = {x ∈L : Υ(x ) = x }.

若 x ∈ F ix (Υ) , 则 Υ(x ) = x , x = Υ(x ) ∈ range (Υ) = {Υ(x ) : x ∈L }, 即

F ix (Υ) Α range (Υ).

若 y ∈ range (Υ) , 则存在 x ∈L 使得 y = Υ(x ) , Υ(x ) ∈S , 即 range (Υ) Α S. S Α F ix (Υ) Α
range (Υ) Α S , 所以 F ix (Υ) = range (Υ) = S.

若 x ∈L , 则 Υ(x ) ∈ range (Υ) = S = F ix (Υ) , Υ(x ) ∈ F ix (Υ) , 所以 Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) (即幂

等性质).

若 x 1 ≤ x 2, 则:

　　　　　　　 (x 1 ∨ 0s) ∧ 1s ≤ (x 2 ∨ 0s) ∧ 1s,

Υ(x 1) = ∨
S

{y : y ∈ S , y ≤ (x 1 ∨ 0s) ∧ 1s} = ∨
S

2 1,

Υ(x 2) = ∨
S

{y : y ∈ S , y ≤ (x 2 ∨ 0s) ∧ 1s} = ∨
S

2 2.

y ∈ 2 1 时, y ∈S , y ≤ (x 1 ∨ 0s) ∧ 1S ≤ (x 2 ∨ 0S ) ∧ 1S , 所以 y ∈ 2 2, 即 2 1 Α 2 2, ∨
S

2 1 ≤∨
S

2 2,

Υ(x 1) ≤ Υ(x 2) (保序性质). Υ是保序的幂等的自映射, 且有 F ix (Υ) = range (Υ) = S.

定理 3　设 (L , ≤) 是一个完备格, S Α L , S 在≤下是一个完备格 Ζ 存在一个L 的保序

的幂等的自映射 Υ使得 F ix (Υ) = range (Υ) = S.

由定理 2, 定理 1 即得必要性与充分性, 知定理 3 成立.

定理 4　设 (L , ≤) 是一个完备格, Υ是L 的保序的自映射, 则一定存在一个L 的保序的、

幂等的自映射Ω使得F ix (Υ) = F ix (Ω) = range (Ω) , ΩΥ也是保序的、幂等的自映射且F ix (ΩΥ) =

range (ΩΥ) = F ix (Υ) = F ix (ΩΥ).
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定理 5　设 (L , ≤) 是完备格, S Α L , S 具有性质: x i ∈S , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈S , 则存在有

L 的自映射 Υ使得: 1) Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L . 2) Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L . 3) Υ(Υ(x ) ∧ Υ(y ) )

= Υ(x ∧ y ) , Π x , y ∈L .

证明　对 x ∈L , 令 Υ(x ) = ∨ {y ∈ S : y ≤ x }.

Π x ∈L , Υ(x ) = ∨ {y ∈ S : y ≤ x } ≤ x. (1)

若 u ≤ v , 则

Υ(u ) = ∨ {y ∈ S : y ≤ u} = ∨ 2 1,

其中 2 1 = {y ∈ S : y ≤ u}, Υ(v ) = ∨ {y ∈ S : y ≤ v } = ∨ 2 2, 这里的 2 2 = {y ∈ S : y ≤ v };

y ∈ 2 1] y ∈ S , y ≤ u ≤ v , y ∈ 2 2, 2 1 Α 2 2, ∨ 2 1 ≤∨ 2 2,

所以

Υ(u ) ≤ Υ(v ).

若 x ∈S , 则 Υ(x ) = ∨ {y ∈S : y ≤ x } = ∨ 2 , 其中 2 = {y ∈S : y ≤ x }, x ∈S , x ≤ x ,

x ∈ 2 , ∨ 2 ≥ x , Υ(x ) = ∨ 2 ≥ x ; 加上 (1) : Υ(x ) ≤ x , 即有 Υ(x ) = x. Υ(x ) = ∨ {y ∈ S : y

≤ x } = ∨ 2 1, 2 1 = {y ∈S : y ≤ x }, Υ(Υ(x ) ) = ∨ {y ∈S : y ≤ Υ(x ) } = ∨ 2 2, 2 2 = {y ∈S :

y ≤ Υ(x ) }, y ∈ 2 1] y ∈S , y ≤ x , y = Υ(y ) ≤ Υ(x ) , y ∈ 2 2, 2 1 Α 2 2, ∨ 2 1 ≤∨ 2 2, Υ(x ) ≤

Υ(Υ(x ) ) ; 加上 (1) : 在 Υ(x ) ≤ x 中代入 Υ(x ) , Υ(Υ(x ) ) ≤ Υ(x ) , 有 Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ).

x ∧ y ≤ x 　Υ(x ∧ y ) ≤ Υ(x )

x ∧ y ≤ y　Υ(x ∧ y ) ≤ Υ(y )
　Υ(x ∧ y ) ≤ Υ(x ) ∧ Υ(y )

Υ(x ) ≤ x

Υ(y ) ≤ y
　Υ(x ) ∧ Υ(y ) ≤ x ∧ y

Υ(x ∧ y ) ≤ Υ(x ) ∧ Υ(y ) ≤ x ∧ y

Υ(x ∧ y ) = Υ(Υ(x ∧ y ) ) ≤ Υ(Υ(x ) ∧ Υ(y ) ) ≤ Υ(x ∧ y )

Υ(Υ(x ) ∧ Υ(y ) ) = Υ(x ∧ y ).

S Α F ix (Υ) Α range (Υ) Α S 　　 (Υ(x ) ∈ S )

定理 6　 设 (L , ≤) 是完备格, Υ是L 的自映射满足:

1°　Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L ;

2°　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L ;

3°　 Υ(Υ(x ) ∧ Υ(y ) ) = Υ(x ∧ y ) , Π x , y ∈L .

则

1)　F ix (Υ) = range (Υ) ;

2)　x ≤ y ] Υ(x ) ≤ Υ(y ) ;

3)　x i ∈ F ix (Υ) , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈ F ix (Υ).

证明　1) x ∈ F ix (Υ) = {x ∈L : Υ(x ) = x }] Υ(x ) = x , x = Υ(x ) ∈ range (Υ) = {Υ(x ) :

x ∈L }, F ix (Υ) Α range (Υ).

y ∈ range (Υ) ] ϖ x ∈L , y = Υ(x ) , Υ(y ) = Υ(Υ(x ) ) =
2°

Υ(x ) = y , y ∈F ix (Υ) , range (Υ) Α
F ix (Υ) , 所以 F ix (Υ) = range (Υ).

2)　若 x ≤ y , 则 x ∧ y = x , 用 3°, 1°得
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Υ(x ) = Υ(x ∧ y ) = Υ(Υ(x ) ∧ Υ(y ) ) ≤ Υ(x ) ∧ Υ(y ) ≤ Υ(x ) ,

所以 Υ(x ) ∧ Υ(y ) = Υ(x ) , Υ(x ) = Υ(x ) ∧ Υ(y ) ≤ Υ(y ) , 得到 Υ(x ) ≤ Υ(y ).

3)　若 Π i ∈ I , x i ∈ F ix (Υ) , 则:

Π i ∈ I , x i ≤∨
i∈I

x i, x i = Υ(x i) ≤ Υ(∨
i∈I

x i) ≤∨
i∈I

x i (用 2) 与 1°) , ∨
i∈I

x i ≤ Υ(∨
i∈I

x i) ≤∨
i∈I

x i,

所以

Υ(∨
i∈I

x i) = ∨
i∈I

x i, ∨
i∈I

x i ∈ F ix (Υ).

定理 7　 设 (L , ≤) 是完备格, S Α L , S 具有性质:

1)　x i ∈ S , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈ S ;

2)　x ∈ S , y ∈ S ] x ∧ y ∈ S.

则存在有L 的自映射 Υ使得:

1°　Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L ;

2°　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L ;

3°　Υ(x ) ∧ Υ(y ) = Υ(x ∧ y ) , Π x , y ∈L .

证明　与定理 5 的相同之处不说了. Υ(Υ(x ) ∧Υ(y ) ) = Υ(x ∧ y ) , Υ(x ) = ∨ {y ∈S : y ≤

x } ∈ S , Υ(y ) ∈ S , 用 2) 知

Υ(x ) ∧ Υ(y ) ∈ S , Υ(Υ(x ) ∧ Υ(y ) ) = Υ(x ) ∧ Υ(y ) ,

所以 Υ(x ) ∧ Υ(y ) = Υ(x ∧ y ).

定理 8　 设 (L , ≤) 是完备格, Υ是L 的自映射满足:

1°　Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L ;

2°　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L ;

3°　Υ(x ) ∧ Υ(y ) = Υ(x ∧ y ) , Π x , y ∈L .

则

1)　F ix (Υ) = range (Υ) ;

2)　x ≤ y ] Υ(x ) ≤ Υ(y ) ;

3)　x i ∈ F ix (Υ) , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈ F ix (Υ) ;

4)　x ∈ F ix (Υ) , y ∈ F ix (Υ) ] x ∧ y ∈ F ix (Υ).

注　定理7, 定理8显然是内部算子定理的推广, 它的对偶形式显然是Ku ra tow sk i闭包公

理的推广.

证明　与定理 7 的相同之处不说了.

2) 的证明可用: x ≤ y ] x ∧ y = x , Υ(x ) = Υ(x ∧ y ) = Υ(x ) ∧ Υ(y ) ≤ Υ(y ). 也可用 3°,

2°, Υ(x ) ∧ Υ(y ) = Υ(x ∧ y ) , Υ(Υ(x ) ∧ Υ(y ) ) = Υ(Υ(x ∧ y ) ) = Υ(x ∧ y ). 然后用定理 7 中

的方法证明.

4) 的证明: x ∈ F ix (Υ) = range (Υ) , y ∈ F ix (Υ) = range (Υ) ] ϖ u , v ∈L 使得 Υ(u ) = x ,

Υ(v ) = y , x ∧ y = Υ(u ) ∧ Υ(v ) = Υ(u ∧ v ) ∈ range (Υ) = F ix (Υ) , 所以 x ∧ y ∈ F ix (Υ).

定理 9　 设 (L , ≤) 是完备格, S Α L , S 具有性质:

1)　x i ∈ S , Π i ∈ I ( I 为任意的) ] ∨
i∈I

x i ∈ S ;

2)　x ∈ S , y ∈ S ] x ∧ y ∈ S ;
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3)　∨ S = 1.

则存在有L 的自映射 Υ使得:

1°　Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L ;

2°　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L ;

3°　Υ(x ) ∧ Υ(y ) = Υ(x ∧ y ) , Π x , y ∈L ;

4°　Υ(1) = 1.

定理 10　设 (L , ≤) 是完备格, Υ是L 的自映射满足:

1°　Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L ;

2°　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L .

3°　Υ(x ) ∧ Υ(y ) = Υ(x ∧ y ) , Π x , y ∈L ;

4°　Υ(1) = 1.

则

1)　F ix (Υ) = range (Υ) ;

2)　x ≤ y ] Υ(x ) ≤ Υ(y ) , Π x , y ∈L ;

3)　x i ∈ F ix (Υ) , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈ F ix (Υ) ;

4)　x ∈ F ix (Υ) , y ∈ F ix (Υ) ] x ∧ y ∈ F ix (Υ) ;

5)　1 ∈ F ix (Υ).

注　定理 9, 定理 10 显然是拓扑空间理论中内部算子在完备格论中的表现形式.

定理 11　设 (L , ≤) 是完备格, S Α L , S 具有性质:

1)　x i ∈ S , Π i ∈ I ( I 为任意) ] ∨
i∈I

x i ∈ S ;

2)　x j ∈ S , Π j ∈ J ] ∧
i∈J

x j ∈ S.

则存在有L 的自映射 Υ使得:

1°　Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L ;

2°　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L ;

3°　 ∧
i∈J

Υ(x j ) = Υ(∧
j∈J

x j ) , Π i ∈ J , x j ∈L (这里的 J 可以是固定的, 也可以是任意的, ûJ û

≥ 2).

定理 12　设 (L , ≤) 是完备格, Υ是L 的自映射满足:

1°　Υ(x ) ≤ x , Π x ∈L ;

2°　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L ;

3°　 ∧
j∈J

Υ(x j ) = Υ(∧
j∈J

x j ) , Π j ∈ J , x j ∈L .

则

1)　F ix (Υ) = range (Υ) ;

2)　x ≤ y ] Υ(x ) ≤ Υ(y ) , Π x , y ∈L ;

3)　x i ∈ F ix (Υ) , Π i ∈ I , I 为任意 ] ∨
i∈I

x i ∈ F ix (Υ) ;

4)　x j ∈F ix (Υ) , Π j ∈J ] ∧
j∈J

x j ∈F ix (Υ) (这里的J 可以是固定的, 也可以是任意的, ûJ û

≥ 2).

定理 13　设 (L , ≤) 是完备格, J 是可以任意地固定的, 或者可以是任意的, ûJ û ≥ 2, I 为
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任意的, S Α L 满足: x i ∈S , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈S ; x j ∈S , Π j ∈J ] ∧
j∈J

x j ∈S ; ∨S = 1 的充

要条件是: 存在有L 的自映射 Υ满足:

F ix (Υ) = range (Υ) = S ; Υ(x ) ≤ x , Π x ∈ L ; Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈ L ; ∧
j∈J

Υ(x j ) =

Υ(∧
j∈J

x j ) , Π j ∈J , x j ∈L ; Υ(1) = 1; x i ∈F ix (Υ) , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈F ix (Υ) ; x j ∈F ix (Υ) , Π j ∈

J ] ∧
j∈J

x j ∈ F ix (Υ).

定理 14　设 (B , ≤, ∨, ∧, 3 , 0, 1) 为完备的布尔代数, J 可以是任意地固定的, 或者可

以是任意, ûJ û ≥ 2, I 为任意, S Α B , S 是B 的子代数, 满足: x i ∈S , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈S ; x j ∈

S , Π j ∈J ] ∧
j∈J

x j ∈S 的充要条件是: 存在有B 的自映射Υ满足: F ix (Υ) = range (Υ) = S ; Υ(x )

≤ x , Π x ∈L ; Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) , Π x ∈L ; ∧
j∈J

Υ(x j ) = Υ(∧
j∈J

x j ) , Π j ∈ J , x j ∈L ; Υ(1) = 1; x i

∈ F ix (Υ) , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈ F ix (Υ) ; x j ∈ F ix (Υ) , Π j ∈ J ] ∧
j∈J

x j ∈ F ix (Υ).

定理 15　设 (B , ≤, ∨, ∧, 3 , 0, 1) 为完备的布尔代数, J 可以是任意地固定的, 或者可

以任意, ûJ û ≥ 2, I 是任意, S Α B , S 是B 的子代数, 满足: x i ∈S , Π i ∈ I ] ∨
i∈I

x i ∈S ; x j ∈S ,

Π j ∈J ] ∧
j∈J

x j ∈S 的充要条件是: 存在有B 的自映射Υ满足: F ix (Υ) = range (Υ) = S ; (∧
j∈J

a j )

∧ (∧
j∈J

Υ(a j ) ) ∧ Υ(Υ(b) ) = Υ(∧
j∈J

a j ∧ b) ∨ (Υ(1) ) 3
, Π j ∈ J , a j ∈B ; a i ∈ F ix (Υ) , Π i ∈ I ]

∨
i∈I

a i ∈ F ix (Υ) ; a j ∈ F ix (Υ) , Π j ∈ J ] ∧
j∈J

a j ∈ F ix (Υ).
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Abstract

In th is paper, rela t ion sh ip s betw een variou s com p lete sub sets and their co rresponding

funct ion s in a com p lete la t t ice are invest iga ted, severa l characteriza t ion theo rem s are ob2
ta ined.
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