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关于局部紧度量空间的映象
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摘　要　本文借助于商映射、伪开映射和闭映射建立局部紧度量空间和几类具有某

些特定性质m k2系之间的联系, 作为推论. 得到: 双商 ss2映射保持局部紧度量空间.
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利用映射建立各种拓扑空间之间的联系是一般拓扑学研究的重要课题之一. 1972 年 E.

M ichael 分别利用开映射, 可数双商映射, 伪开映射和商映射建立仿紧局部紧空间与局部紧空

间, 强 k′2空间, k′2空间和 k2空间之间的联系. 1982 年Y. T anaka 利用 1964 年A. A rhagel′sk ii

引进的 k2系概念, 研究了一些具有某种附加性质 k2系的空间与仿紧局部紧空间之间的联系.

近来林寿分别利用闭映射、伪开映射和商映射建立另一些具有附加性质 k2系的空间和仿紧局

部紧空间之间的联系. 此外, 序列空间等价于某一局部紧度量空间的商映象, F rechét 空间等价

于某一局部紧度量空间的伪开映象. 文[10 ] 研究了局部紧度量空间的商 s2映象、伪开 s2映象

和闭 s2映象的特征, 受上述论文启发, 本文借助于商映射, 伪开映射和闭映射建立局部紧度量

空间与几类具有某些特定 k2系 (即本文定义的m k2系) 的空间之间的联系.

本文所论空间均指满足正则且 T 1 分离性公理的拓扑空间, 映射均指连续满映射.

设P 是空间X 的一个复盖, 称X 关于P 具有弱拓扑, 如果X 的子集使得对于 P ∈P ,A

∩ P 是子空间P 的闭子集, 那么A 是X 的闭子集. 由空间X 的某些紧子集组成的X 的复盖P
称为X 的 k2系[ 2 ]

, 如果X 关于P 具有弱拓扑. 若X 的 k2系P 是由X 的可度量子空间组成的,

那么P 称为X 的m k2系. 若X 关于其全体紧子集组成的族具有弱拓扑, 那么称X 为 k2空间.

空间 X 的子集族 P 称为X 的 k2网, 如果对于X 的紧子集 K 和 K 的开邻域∪, 存在P 的有

限子族 P′使得 K < ∪ P′< U. 若X 的 k2网 P 是由其紧子集组成的, 那么 P 称为X 的紧

k2网. 空间X 称为 k′2空间, 如果 x ∈CL (A ) , 那么存在X 的紧子集K 使得 x ∈CL (A ∩K ).

空间X 称为 kR 2空间, 如果X 是完全正则空间, 并且对于X 上的任意实值函数 f , 若 f 限制于

X 的所有紧子集上是连续函数, 则 f 是X 上的连续函数. 显然, Fechét2空间和局部紧空间都是

k′2空间, 有 k2系的空间和 k′2空间都是 k2空间, 完全正则的 k2空间是 kR 2空间.

例 1　 由于序列空间关于其全体紧度量子空间组成的复盖具有弱拓扑, 那么该复盖就是

这序列空间的m k2系.
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设 f 是空间X 到空间 Y 上的连续函数. f 称为R 2商映射, 如果 g 是 Y 上的实值函数, 并

且复合函数 g ü f 连续, 那么 g 是连续函数; f 称为紧复盖映射, 如果 K 是 Y 的紧子集, 那么存

在 X 的紧子集L 使得 f (L ) = K ; f 称为 s2映射, 如果对于 y ∈ Y , f
- 1 (y ) 是X 的可分子空间;

f 称为 ss2映射, 如果对于 y ∈ Y , 存在 y 在 Y 中的开邻域V 使得 f
- 1 (V ) 是X 的可分子空间;

f 称为双商映射, 如果对于 y ∈ Y 和X 的开子集族U 满足 f
- 1 (y ) < U U , 存在U 的有限子

族 U′使得 y ∈ In tf (U U′).

定理 2　 下列条件相互等价:

(1)　X 是某一局部紧度量空间的商 ss2映象.

(2)　X 是具有局部可数m k2系的空间.

(3)　X 是具有 Ρ2局部可数m k2系的空间.

(4)　X 是具有星可数m k2系的空间.

(5)　X 是某一局部紧度量空间的R 2商 ss2映象.

证明　 (1) ] (2)　设X 是某一局部紧度量空间的商 ss2映象, 于是, 存在局部紧度量空间

M 及从M 到X 的商 ss2映射 f , 由于M 是局部紧空间, 则对于m ∈M , 存在M 的紧子集K m 使

得m ∈ In t (K m ) 又由于M 是仿紧空间, 则存在M 的开复盖{ In t (K m ) : m ∈M } 的局部有限闭

加细F , 设F = {F Α: Α∈+}. 对Α∈+ , 存在m (Α) ∈M 使得F Α< In t (K m (Α) ) , 从而F Α< K m (Α) ,

于是F Α是M 的紧子集, 因此{F Α: Α∈ +} 是由M 的紧度量子空间组成的局部有限闭复盖, 对于

Α∈+ , 令P Α= f (F Α). 因为连续函数保持紧度量性, 所以每个P Α都是X 的紧度量子空间, 对于

x ∈X , 由 f 是 ss2映射知, 存在 x 在 X 中的开邻域V 使得 f
- 1 (V ) 是M 的可分子空间, 从而

f
- 1 (V ) 是M 的L indeloβf 子空间, 由于L indeloβf 空间的局部有限集族是可数的, 则{F Α: Α∈+ 且

F Α∩ f
- 1 (V ) ≠Á } 是可数的, 于是{f (F Α) : Α∈+ 且 f (F Α) ∩V ≠Á } 是可数的, 即P = {P Α:

Α∈ +} 是X 的局部可数复盖. 下证P 是X 的 k2系. 设A 是X 的子集使得对于 Α∈ + ,A ∩ P Α

是子空间P Α的闭子集, 倘若A 不是X 的闭子集, 由于 f 是商映射, 则 f
- 1 (A ) 不是M 的闭子集,

又由于M 是 k2空间, 于是存在M 的紧子集K 使得 f
- 1 (A ) ∩K 不是子空间K 的闭子集, 从而

f
- 1 (A ) ∩ K 不是M 的闭子集. 因为{F Α: Α∈ +} 是局部有限的, 所以存在 + 的有限子集 +′使

得 K < ∪ {F Α: Α∈ +′}, 因而存在 Α∈ +′使得 f - 1 (A ) ∩ F Α不是M 的闭子集, 又因为 f - 1 (A

∩ f (F Α) ) = f - 1 (A ) ∩ F Α, 所以A ∩ f (F Α) 不是X 的闭子集, 即A ∩ P Α不是子空间 P Α的闭

子集, 矛盾. 故 P 是X 的 k2系. 这样, X 具有局部可数m k2系 P.

(2) ] (3)　显然.

(3) ] (4)　设P 是X 的 Ρ2局部有数m k2系. 因为紧空间的局部可数集族是可数族, 所以

P 是X 的星可数m k2系.

(4) ] (1)　设P 是X 的星可数m k2系, 由于P 是星可数的, 分解P = ∪ {P Α: Α∈ +},

其中每个P Α是P 的可数子族且对于Α≠Β, 有 (∪P Α) ∩ (U P Β) = Á . 对于Α∈+ , 令X Α= ∪

P Α. 若 P ∈P , 则P ∩X Α或者是 P , 或者是空集, 即P ∩ (X - X Α) 或者是Á , 或者是 P. 由于

P 是X 的 k2系, 那么X Α是X 的既开又闭的子集, 因而{X Α: Α∈ +} 是X 的由互不相交, 既开

又闭的子空间组成的复盖, 故X = Ý {X Α: Α∈ +}. 对于 Α∈ + , 设A < X Α使得对于 P ∈ P Α,

A ∩ P 是X 的子空间 P 的闭子集, 则对于 P ∈P Α,A ∩ P 是X 的子空间 P 的闭子集, 由于对
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于 P ∈P øP Α,A ∩P = Á 是X 的子空间P 的闭子集, 并且P 是X 的 k2系, 因此A 是X 的

闭子集, 于是A 是X 的子空间 X Α的闭子集, 这样 P Α是X 的子空间 X Α的可数m k2系. 置M Α

= Ý {P : P ∈P Α} (Α∈ + ). 因为局部紧性及可度量性关于不相交的拓扑和保持, 所以每个M Α

是局部紧度量空间, 让 f Α是从M Α到X Α上的自然映射, 由于P Α是X Α的 k2系, 则每个 f Α是商

映射, 令 f = Ý {f Α: Α∈+}, 那么 f 是从局部紧度量空间M = Ý {M Α: Α∈+} 到X 上的商映射,

对于 x ∈X , 存在X 的开子集X Α使得 x ∈X Α, 这时 f - 1 (X Α) = M Α, 因为M Α是可数个紧子集

之并, 所以M Α是M 的L indeloβf 子空间, 从而M Α是M 的可分子空间. 故 f 是 ss2映射.

(1) ] (5)　设X 是某一局部紧度量空间的商 ss2映象. 由[7, 定理 3 ], X 是某一局部紧度

量空间的紧复盖商 ss2映象, 由于k2空间的商空间仍是k2空间, 并且度量空间的 ss2映象是完全

正则空间 ( [7, 引理 1. 3 ]) , 则X 是完全正则的 k2空间. 因此X 是 kR 2空间, 因为映满 kR 2空间的

紧复盖映射是R 2商映射, 所以X 是某一局部紧度量空间的R 2商 ss2映象.

(5) ] (1)　 设X 是某一局部紧度量空间的R 2商 ss2映象. 由[7, 定理 2 ], X 是某一局部紧

度量空间的紧复盖 R 2商 ss2映象且X 是具有局部可数紧 k2网的 kR 2空间, 由于具有星可数紧

k2网的 kR 2空间是 k2空间[ 8 ]
, 则X 是 k2空间. 因为映满 k2空间的紧复盖映射是商映射, 所以X

是某一局部紧度量空间的商 ss2映象.

推论 3　 具有星可数m k2系的空间是 kR 2空间.

定理 4　 下列条件相互等价:

(1)　X 是某一局部紧度量空间的闭 ss2映象.

(2)　X 是某一局部紧度量空间的伪开 ss2映象.

(3)　X 是某一局部紧度量空间的闭 s2映象.

(4)　X 是某一局部紧度量空间的伪开 s2映象.

(5)　X 是具有点可数m k2系的 k′2空间.

(6)　X 是具有点可数紧 k2网的 k′2空间.

证明　 (1) ] (2) 显然.

(2) ] (5)　利用定理 2 及结论: 伪开映射保持 k′2空间.

(3) Ζ (4) Ζ (5) Ζ (6)　见[10, 推论 1 ].

(3) ] (1)　设X 是某一局部紧度量空间的闭 s2映象, 则存在局部紧度量空间M 及从M

到 X 上的闭 s2映射 f . 下证 f 是 ss2映射. 对于 x ∈ X , 由于M 是局部可分度量空间, 并且

f - 1 (x ) 是M 的L indeloβf 子空间, 则存在M 的可分开子集族{V n: n ∈N } 使得 f - 1 (x ) < ∪ {V n:

n ∈N }. 置V = ∪ {V n: n ∈N }, 因为 f 是闭映射, 所以存在 x 在X 中的开邻域W 使得 f - 1 (W )

< V , 由于V 是M 的可分子空间和可分性是开遗传的, 则 f - 1 (W ) 是V 的可分子空间, 从而

f - 1 (W ) 是M 的可分子空间, 故 f 是 ss2映射, 因此X 是某一局部紧度量空间的闭 ss2映象.

推论 5　 对于 k′2空间X , 下列条件相互等价:

(1)　X 具有局部可数m k2系.

(2)　X 具有 Ρ2局部有限m k2系.

(3)　X 具有 Ρ2局部可数m k2系.

(4)　X 具有星可数m k2系.

(5)　X 具有点可数m k2系.
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证明　 (1) ] (3) ] (4) ] (5) , 及 (2) ] (5) 显然. (5) ] (1)　由定理 2 和定理 4 即得.

(5) ] (2)　 设X 是具有点可数m k2系的 k′2空间. 由定理 4, X 是某一局部紧度量空间的

闭 s2映象, 由[5, 引理 6 ], X 具有由紧度量子空间组成的 Ρ2局部有限 k2网. 因为在 k2空间中,

紧 k2网是 k2系, 所以 P 是X 的m k2系, 故X 具有 Ρ2局部有限m k2系.

利用定理 4, [7, 定理 3 ] 和[5, 引理 6 ] 类似可证

推论 6　 对于 k′2空间X , 下列条件相互等价:

(1)　X 具有局部可数紧 k2网.

(2)　X 具有 Ρ2局部有限紧 k2网.

(3)　X 具有 Ρ2局部可数紧 k2网.

(4)　X 具有星可数紧 k2网.

(5)　X 具有点可数紧 k2网.

注 7　文[4 ] 和文[8 ] 已证明, 在 k2空间类中, (1) , (2) , (3) 和 (4) 相互相等价, [ 9, 例 2 ] 说

明, 在 k2空间类中, 点可数紧 k 2网 ]ö星可数紧 k2网, 因此, 推论 6 中的条件“k′2空间”不能减

弱为“k2空间”.

推论 8　 双商 ss2映射保持局部紧度量空间.

证明　设 f 是从局部紧度量空间X 到空间 Y 上的双商 ss2映射, 由于双商映射保持局部

紧性, 则 Y 是局部紧空间, 又由于双商映射是伪开映射, 则由定理 4 知 Y 是某一局部紧度量空

间的闭 s2映象. 即存在局部紧度量空间M 及从M 到 Y 上的闭 s2映射 g , 显然 g 是紧复盖映射,

而映满局部紧空间的紧复盖映射是双商映射, 则g 是双商映射. 因此Y 是局部紧度量空间M 的

双商 s2映象. 由[10, 推论 2 ], Y 是局部紧度量空间, 故双商 ss2映射保持局部紧度量空间.

定理 9　 下列条件相互等价:

(1)　X 是某一局部紧度量空间的闭映象.

(2)　X 是具有 Ρ2遗传闭包保持m k2系的 k′2空间.

(3)　X 是具有遗传闭包保持m k2系的空间.

(4)　X 是具有 Ρ2遗传闭包保持紧 k2网的 k′2空间.

证明　 (1) ] (2)　设X 是局部紧度量空间M 在闭映射 f 下的象空间. 由于M 是局部紧

度量空间, 则存在由M 的紧度量子空间组成的局部有限闭复盖F , 仿定理 2中 (1) ] (2) 可证,

P = {f (F ) : F ∈F } 是X 的m k2系. 于是X 有 Ρ2遗传闭包保持m k2系P. 因为伪开映射保

持 k′2空间, 所以X 是 k′2空间.

(2) ] (3)　设X 是具有 Ρ2遗传闭包保持m k2系的 k′2空间. 让 P = ∪ {P n: n ∈N } 是

X 的Ρ2遗传闭包保持m k2系. 因为有限个遗传闭包保持族之并仍是遗传闭包保持集族, 并且有

限个度量子空间之并仍是度量子空间, 不妨设P n < P n+ 1 (n ∈N ) , 令 P n = ∪P n , 那么{P n: n

∈N } 是X 的上升闭子集列且复盖X . 再令F 1 = P 1, F n = {CL (P øP n- 1) : P ∈P n} (n > 1).

仿[6, 定理 2 ] 中 (1) ] (2) 可证, ∪ {F n: n ∈N } 是X 的遗传闭包保持m k2系.

(2) Ζ (4)　利用[9, 定理 3 ].

(3) ] (1)　设X 具有遗传闭包保持m k2系. 让F 是X 的一个遗传闭包保持m k2系, 令M

= Ý {F : F ∈ F }, 那么M 是局部紧度量空间. 让 f 是从M 到X 上的自然映射, 由于F 是X

的遗传闭包保持闭复盖, 则 f 是闭映射, 故X 是局部紧度量空间M 在闭映射 f 下的象.
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On the Images of L oca lly Com pactM etr ic Spaces

L i Z haow en
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Abstract

In th is paper, w e estab lish the rela t ion sh ip s betw een loca lly com pact m etric spaces and

all k inds of spaces w ith m k2system by m ean s of quo t ien t m app ings, p seudo2open m app ings

and clo sed m app ings.

Keywords　m k2system s, quo t ien t m app ings, p seudo2open m app ings, co lsed m app ings.
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