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Α型 Β级 Baz ilev icε函数的 Fekete-Szegoβ问题
Ξ

杨　定　恭
(苏州大学数学系, 江苏215006)

摘　要　设B (Α, Β) (Α> 0, 0≤Β< 1) 表示在单位圆盘内定义的规范化的 Α型 Β级

Bazilevicε函数类. 本文对B (Α, Β)中函数 f (z ) = z + ∑
∞

n= 2
anz n 得到ûa3- Κa2

2û (0≤Κ≤1)的准确估

计.
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1　引言与结果

设 S 表示在单位圆盘 E = {z : ûz û< 1}内定义的单叶解析函数

f (z ) = z + ∑
∞

n= 2
anz n (1)

的类. [ 1 ]证明了熟知的结果

m ax
f ∈S

ûa3- Κa
2
2û= 1+ 2exp (-

2Κ
1- Κ) (0≤Κ< 1).

设 S
3 与 K 分别表示 S 中星象函数与近于凸函数所组成的子类. [ 2 ]证得

m ax
f ∈K

ûa3- Κa
2
2û=

3- 4Κ, 0≤Κ≤ 1
3

,

1
3

+
4
9Κ,

1
3
≤Κ≤ 2

3
,

1, 　　 2
3
≤Κ≤1.

文[3 ]讨论 Β∈ (0, 1 ]型近于凸函数类的 Fekete2Szegoβ问题, 给出了准确的结果.

设 Α> 0, 0≤Β< 1, 称 E 内形为 (1) 的解析函数 f (z ) 是 Α型 Β级Bazilevicε 函数, 如果存在

g (z ) ∈ S 3 使得

R e{
z f ′(z )
f (z )

(f (z )
g (z )

) Α
} > Β　 (z ∈ E ). (2)

Α型 Β级Bazilevicε函数的全体记作B (Α, Β). 已知B (Α, Β) < B (Α, 0) 是 S 的重要子类; 类B (1,

0)由近于凸函数所组成. 本文研究类B (Α, Β)的 Fekete2Szegoβ问题, 建立下述
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定理　设 f (z ) = z + ∑
∞

n= 2

anz n ∈B (Α, Β) (Α> 0, 0 ≤ Β < 1) , 则有准确的估计

　ûa3- Κa
2
2û≤

(2Α+ 1) (Α+ 2 (1- Β) )
Α+ 2

- 2 (Α- 1+ 2Κ) (1-
Β

Α+ 1
) 2

, 　0≤Κ≤Κ0, 　　 (3)

1-
2Β

Α+ 2
+

2Α2 (Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )
(Α+ 2) 2 (Α- 1+ 2Κ) , 　Κ0≤Κ≤ Α+ 3

2 (Α+ 2) , 　　　　　　 (4)

1-
2Β

Α+ 2
, 　 Α+ 3

2 (Α+ 2) ≤Κ≤1, 　　　　　　　　　　　　　　　　　 (5)

这里

Κ0=
Α(Α+ 3) - (1- Β) (Α- 1) (Α+ 2)

2 (Α+ 2) (Α+ 1- Β) . Ξ

在本定理中取 Α= 1, 立得关于 Β∈[0, 1) 级近于凸函数类的相应结果 (特别当 Α= 1和 Β=

0, 又得关于近于凸函数类的结果).

2　定理的证明

设 P 表示 E 内满足条件R ep (z ) > 0的解析函数 p (z ) = 1 + ∑
∞

n= 1
p nz n 组成的类; 8 表示 E

内满足 ûw (z ) û < 1 的解析函数w (z ) = ∑
∞

n= 1
Αnz n 构成的类.

引理 1
[ 4 ]　设 p (z ) = 1 + ∑

∞

n= 1
p nz n ∈ P , 则

ûp 2 -
1
2

p
2
1û ≤ 2 -

1
2

ûp 1û 2.

引理 2[ 5 ]　设w (z ) = ∑
∞

n= 1

Αnz n ∈ 8 , 则

ûΑ1û ≤ 1 且 ûΑ2û ≤ 1 - ûΑ1û 2
.

现在证明定理. 设 f (z ) = z + ∑
∞

n= 2
anz n ∈B (Α, Β) , (2)可写成

f ′(z ) (f (z )
z

) Α- 1 (1 - w (z ) ) = (g (z )
z

) Α(1 + (1 - 2Β)w (z ) ) , (6)

这里

g (z ) = z + ∑
∞

n= 2
bnz n ∈ S 3 ,w (z ) = ∑

∞

n= 1
Αnz n ∈ 8.

将 f (z ) , g (z )与w (z )的幂级数展式代入 (6) , 比较 z 与 z
2的系数得

　　　　　 (Α+ 1) a2= Αb2+ 2Α1 (1- Β) ,

　　　　　 (Α+ 2) a3+
1
2

(Α- 1) (Α+ 2) a
2
2- Α1a2 (Α+ 1) - Α2

　　　　　　= Αb3+
1
2 Α(Α- 1) b

2
2+ ΑΑ1b2 (1- 2Β) + Α2 (1- 2Β).
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从而

　　　　 (Α+ 2) (a3- Κa
2
2) = - (Α+ 2) (Α- 1

2
+ Κ) (

Αb2+ 2Α1 (1- Β)
Α+ 1

) 2
+ Αb3

　+
1
2 Α(Α- 1) b

2
2+ 2 (1- Β) (ΑΑ1b2+ Α2

1+ Α2). (7)

由于 g (z )∈S
3 , 有 z g′(z ) = g (z ) p (z ) , 这里 p (z ) = 1+ ∑

∞

n= 1
p nz

n∈P. 比较展式系数得

b2 = p 1, b3 =
1
2

(p
2
1 + p 2). (8)

在 (7)中代入 (8) , 经整理产生

　　 (Α+ 2) (a3- Κa
2
2) =

Α
2

(p 2-
1
2 p

2
1) +

Α
4 p

2
1 [1+

2Α(Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )
(Α+ 1) 2 ]

　+ 2Α2 (1- Β) + 2Α2
1 (1- Β) [Β+ (1- Β) Α+ 3- 2Κ(Α+ 2)

(Α+ 1) 2 ]

　+ 2ΑΑ1p 1 (1- Β) Α+ 3- 2Κ(Α+ 2)
(Α+ 1) 2 . (9)

设 Κ≤ Α+ 3
2 (Α+ 2). 根据引理1和引理2以及ûp 1û≤2, 从 (9)推出

　　 (Α+ 2) ûa3- Κa
2
2û

　　　≤ Α
2

(2-
1
2

ûp 1û 2) +
Α
4

ûp 1û 2 [1+
2Α(Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )

(Α+ 1) 2 ]

　　　　+ 2 (1- Β) (1- ûΑ1û 2) + 2ûΑ1û 2 (1- Β) [Β+ (1- Β) Α+ 3- 2Κ(Α+ 2)
(Α+ 1) 2 ]

　　　　+ 2ΑûΑ1ûûp 1û (1- Β) Α+ 3- 2Κ(Α+ 2)
(Α+ 1) 2

　　　≤Α+
2Α2 (Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )

(Α+ 1) 2 + 2 (1- Β) +
4Α(1- Β) (Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )

(Α+ 1) 2 ûΑ1û

　　　　- 2 (1- Β) 2 (1-
Α+ 3- 2Κ(Α+ 2)

(Α+ 1) 2 ) ûΑ1û 2≡M (x ) , x = ûΑ1û∈[0, 1 ]. (10)

首先证明不等式 (3). 设0≤Κ≤Κ0. 由于 Κ0<
Α+ 3

2 (Α+ 2) ,

M ′(x ) =
4 (1- Β)
(Α+ 1) 2 [Α(Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) ) - (1- Β) (Α+ 2) (Α- 1+ 2Κ) x ]

是线性函数,M ′(0) > 0和

M ′(1) =
8 (1- Β) (Α+ 2) (Α+ 1- Β)

(Α+ 1) 2 (Κ0- Κ)≥0,

所以M (x )在[0, 1 ]上非减. 注意

　　M (1) = Α+ 2 (1- Β) - 2 (1- Β) 2+ 2 (Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) ) (1-
Β

Α+ 1
) 2

= (2Α+ 1) (Α+ 2 (1- Β) ) - 2 (Α+ 2) (Α- 1+ 2Κ) (1-
Β

Α+ 1
) 2

,

于是从 (10)立得不等式 (3).

估计 (3)是准确的,

f (z ) = {Α∫
z

0

tΑ- 1 (1 + (1 - 2Β) t)
(1 - t) 2Α+ 1 d t}1öΑ (11)
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为极值函数. 事实上, 取 g (z ) =
z

(1- z ) 2 ,w (z ) = z , 则 (11) 给出的 f (z ) 满足 (6). 注意 b2= 2,

b3= 3, Α1= 1和 Α2= 0, 从 (7)知 (3)成等式.

其次证明不等式 (4).

设 Κ0≤Κ≤ Α+ 3
2 (Α+ 2). 在此条件下

　Α- 1+ 2Κ≥Α- 1+ 2Κ0=
Α(Α+ 1) 2

(Α+ 2) (Α+ 1- Β) > 0,M ″(x ) < 0 (0≤x ≤1) ,M ′(x 0) = 0,

这里

0≤x 0=
Α(Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )

(1- Β) (Α+ 2) (Α- 1+ 2Κ) ≤1.

因此M (x )在 x 0达到最大值, 且

　　M (x 0) = Α+ 2 (1- Β) +
2Α2 (Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )

(Α+ 1) 2 +
4Α(1- Β) (Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )

(Α+ 1) 2 x 0

　-
2 (1- Β) 2 (Α+ 2) (Α- 1+ 2Κ)

(Α+ 1) 2 x
2
0= Α+ 2 (1- Β) +

2Α2 (Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )
(Α+ 2) (Α- 1+ 2Κ) .

不等式 (4)由此得证.

若取

g (z ) =
z

(1- z ) 2 ,w (z ) =
z (z + x 0)

1+ x 0z
= x 0z + (1- x

2
0) z

2+ ⋯,

则函数

f (z ) = {Α∫
z

0

tΑ- 1

(1 - t) 2Α
1 + (1 - 2Β)w ( t)

1 - w ( t)
d t}

1öΑ

满足 (6) , 且有 (Α+ 2) (a3- Κa
2
2) = M (x 0). 因此估计 (4)是最佳可能的.

以下证明不等式 (5).

设 Η是实数,

G (z ) = e
- iΗ

g (e
iΗ
z ) , F (z ) = e

- iΗ
f (e

iΗ
z ) = z + e

iΗ
a2z

2+ e
2iΗ

a3z
3+ ⋯.

易知G (z )∈S
3 , 而且利用 (2)有

R e{
z F′(z )
F (z )

(F (z )
G (z )

) Α
}> Β (z∈E ).

所以函数 f 的旋转仍在B (Α, Β) 中, 这表明 m ax
f ∈B (Α, Β)

û a3- Κa
2
2û = m ax

f ∈B (Α, Β)
R e (a3- Κa

2
2). 这样只要求

出R e (a3- Κa
2
2)的最大值就够了.

置 p 1= 2re
iΗ(0≤r< 1)和 Α1= Θe

iΥ(0≤Θ< 1). 应用引理1和引理2, 在 (9)的两端取实部导致

　　 (Α+ 2)R e (a3- Κa
2
2)

　　　≤Α(1- r
2) + Αr

2co s2Η[1+
2Α(Α+ 3- 2Κ(Α+ 2) )

(Α+ 1) 2 ]

　　　　+ 2 (1- Β) (1- Θ2) + 2 (1- Β) Θ2co s2Υ[Β+ (1- Β) Α+ 3- 2Κ(Α+ 2)
(Α+ 1) 2 ]

　　　　+ 4Α(1- Β) rΘco s (Η+ Υ) Α+ 3- 2Κ(Α+ 2)
(Α+ 1) 2

　　　≡Α+ 2 (1- Β) + H (Κ, Β). (12)

当 Κ= 1,
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　H (1, Β) = - Αr
2+

Α(1- Α)
Α+ 1 r

2co s2Η- 2 (1- Β) Θ2+ 2 (1- Β) (Β-
1- Β
Α+ 1

) Θ2co s2Υ

　-
4Α(1- Β)

Α+ 1 rΘco s (Η+ Υ)

= - Αr
2 (1+

Α- 1
Α+ 1co s2Η) - 2 (1- Β) [1- (Β-

1- Β
Α+ 1

) co s2Υ]

　õ[Θ+

Α
Α+ 1

rco s (Η+ Υ)

1- (Β-
1- Β
Α+ 1

) co s2Υ
]2+ 2 (1- Β)

( Α
Α+ 1

rco s (Η+ Υ) ) 2

1- (Β-
1- Β
Α+ 1

) co s2Υ
.

注意ûΒ-
1- Β
Α+ 1

û< 1, 上式右端第二项≤0, 有

H (1, Β)≤-
Αr2L (Β)

(Α+ 1) 2 [1- (Β-
1- Β
Α+ 1

) co s2Υ]
,

这里

　　L (Β) = [Α+ 1+ (Α- 1) co s2Η] [ Α+ 1- (Β(Α+ 1) - (1- Β) ) co s2Υ]

　- Α(1- Β) [1+ co s2 (Η+ Υ) ].

由于L (Β)是线性函数,

　　L (0) = [Α+ 1+ (Α- 1) co s2Η] (Α+ 1+ co s2Υ) - Α[1+ co s2 (Η+ Υ) ]

= Α2 (1+ co s2Η) + Α(1+ co s2Υ+ sin2Ηsin2Υ) + (1- co s2Η) (1+ co s2Υ)

≥2Α2co s2Η+ Αsin2Ηsin2Υ+ 4sin2Ηco s2Υ
≥2 (Αco sΗsinΥ+ sinΗco sΥ) 2≥0

和

L (1) = (Α+ 1) [Α(1+ co s2Η) + 1- co s2Η] (1- co s2Υ)≥0,

故当0≤Β< 1时L (Β)≥0, 从而H (1, Β)≤0. 这样 (12)产生R e (a3- a
2
2) ≤1-

2Β
Α+ 2

, 因此不等式

(5)当 Κ= 1成立.

现在设 Α+ 3
2 (Α+ 2) ≤Κ≤1. 因为

　　a3- Κa
2
2=

2 (Α+ 2) (1- Κ)
Α+ 1

(a3-
Α+ 3

2 (Α+ 2) a
2
2) +

2Κ(Α+ 2) - (Α+ 3)
Α+ 1

(a3- a
2
2) ,

有

　ûa3- Κa
2
2û≤2 (Α+ 2) (1- Κ)

Α+ 1
(1-

2Β
Α+ 2

) +
2Κ(Α+ 2) - (Α+ 3)

Α+ 1
(1-

2Β
Α+ 2

) = 1-
2Β

Α+ 2
,

其中用到 (4)当 Κ=
Α+ 3

2 (Α+ 2) 成立和 (5)当 Κ= 1成立.

估计 (5)不能再改进. 因为取 g (z ) =
z

1- z 2 ,w (z ) = z
2, 则

f (z ) = {Α∫
z

0

tΑ- 1 (1 + (1 - 2Β) t2)
(1 - t2) Α+ 1 d t}

1öΑ

满足 (6) , 且 a2= 0, a3= 1-
2Β

Α+ 2
. 定理证毕.
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On the Fekete-SzegoβProblem for Baz ilev icε

Function s of Type Αand Order Β
Y ang D ing g ong

(D ep t. of M ath. , Suzhou U niversity, Suzhou 215006)

Abstract

L et B (Α, Β) (Α> 0, 0 ≤ Β< 1) deno te the class of no rm alized Bazilevicε funct ion s of type

Αand o rder Β defined in the un it d isc, and let f (z ) = z + ∑
∞

n= 2
anz n ∈B (Α, Β) . Sharp bounds

are ob ta ined fo r ûa3 - Κa
2
2û w hen Κ∈ [0, 1 ] .

Keywords　un iva len t, Bazilevicε, clo se2to2convex, funct ion s.
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