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摘　要　本文证明了弱半单纯Banach 代数的完备范数拓扑在等价意义下的唯一性.
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1　问题的提出

前苏联数学家 Gelfand 提出的Banach 代数的拓扑唯一性问题,引起了人们的极大兴趣.

1967年 John son 证明了著名的范数唯一性定理,即交换的半单纯的Banach 代数具有唯一的范

数拓扑[ 1 ]
. 多年来, 人们围绕这个问题继续做了大量的工作. 例如 [ 2 ]得到了交换的半单纯

F rechet代数的拓扑唯一性, [ 3 ]得到了局部凸 F rechet 代数的拓扑唯一性. 本文讨论弱半单纯

Banach 代数的范数拓扑唯一性,由于取消了 John son 定理中的交换条件,并将半单纯条件放

宽为弱半单纯,故本文结论有着明显的意义.

设A 是一个代数, úõú 1和úõú 2是使A 成为Banach 代数的任意两范数,本文欲证明úõú 1和ú
õú 2是等价的,即存在 a> 0, b> 0,使

aúx ú 1≤úx ú 2≤búx ú 1,　Π x∈A .

定义算子 J : (A , úõú 1)→ (A , úõú 2)使A x = x , Π x∈A . 则 J 是保持代数结构不变的121的满射,

称为代数同构. 显然úõú 1等价于úõú 2当且仅当代数同构 J 是一个同胚映射. 值得注意的是代数

同构是纯粹的代数性质,而同胚映射则具有非常强的拓扑性.

2　对代数同构的分析

记 X = (A , úõú 1) , Y = (A , úõú 2) ,则 J 是Banach 代数X 和 Y 之间的代数同构. 设

G (J ) = { (x , J x ) ûx∈X }

为算子 J 的图,记G 为G (J )在积空间 X ×Y 中的闭包. 设 P 和Q 分别为G 到 X , Y 的自然投

影,即 P (x , y ) = x ,Q (x , y ) = y. 记N (P ) ,N (Q )分别为 P ,Q 的零空间,显然

N (P ) = { (0, y ) û (0, y )∈G }, N (Q ) = { (x , 0) û (x , 0)∈G }.

引理1　 (1)QN (P ) = J PN (Q ) ; (2)由 J 诱导的由X öPN (Q )到 Y öQN (P )的线性算子 J
δ:
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x + PN (Q ) = J x + QN (P )是线性同胚映射.

引理2　J 的共轭算子 J
3 是线性同胚,且

def (J 3 ) = QN (P ) ⊥; R ange (J 3 ) = PN (Q )⊥.

证明　设 Π1, Π2分别为 X , Y 到X öPN (Q )和 Y öQN (P )的商映射,则有如下映射图

Y→
Π2

Y öQN (P )←
Jδ

X öPN (Q )←
Π1

X ,

考虑共轭映射并由闭值域定理[ 4 ]知

QN (P )⊥ →
(Π3

2 ) - 1

(Y öQN (P ) ) 3 →
Jδ3

(X öPN (Q ) ) 3 →
Π3

1

PN (Q )⊥,

而且映射

Π3
1 Jδ3 (Π3

2 ) - 1: QN (P )⊥→PN (Q )⊥

是线性同胚. 又因为Π g∈QN (P ) ⊥, ϖ gδ∈ (Y öQN (P ) ) 3 ,使 g = Π3
2 gδ,且Π x∈X ,

〈J x , g〉=〈J x + QN (P ) , g
δ〉,

所以

　〈x , Π3
1 Jδ3 (Π3

2 ) - 1
g〉=〈x + PN (Q ) , Jδ3 (Π3

2 ) - 1
g〉=〈J x + QN (P ) , (Π3

2 ) - 1
g〉

=〈J x + QN (P ) , gδ〉=〈J x , g〉,

故 g∈def (J 3 ). 所以QN (P )⊥< def (J 3 )且

J
3

g = Π3
1 Jδ3 (Π3

2 ) - 1
g ,

另一方面, Π g∈def (J 3 ) ,记 f = J
3

g ,则Π x∈X ,〈x , f 〉=〈J x , g〉. 而Π J x∈QN (P ) ,一定存

在{x n}< X ,使lim
n→∞

(x n , J x n) = (0, J x ). 那么

〈J x , g〉= lim
n→∞
〈J x n , g〉= lim

n→∞
〈x n , f 〉= 0,

故 g∈QN (P )⊥,所以 def (J 3 ) < QN (P ) ⊥. 综上所证得

def (J 3 ) = QN (P ) ⊥, R ange (J 3 ) = PN (Q )⊥.

J
3 = Π3

1 Jδ3 (Π3
2 ) - 1是线性同胚.

3　有关弱半单纯 Banach代数的说明

定义　称Banach 代数A 为弱半单纯的是指

∩
f ∈M (A )

kerf = {0},

这里M (A )为A 上乘积线性泛函全体, kerf 为 f 的零空间,而称 f 是乘积线性泛函是指

f (Αx + Βy ) = Αf (x ) + Βf (y )且 f (xy ) = f (x ) f (y ).

记R (A ) 为A 的根基,即 R (A ) 为A 的全体极大理想之交. 熟知A 是半单纯的当且仅当

R (A ) = {0},由于 Π f ∈M (A ) , kerf 都是A 的极大理想[ 5 ] ,所以

∩
f ∈M (A )

kerf < R (A ) ,

故半单纯的Banach 代数一定是弱半单纯的.
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4　定理及证明

定理　弱半单纯的Banach 代数之间的代数同构一定是代数同胚.

证明　设X , Y 为弱半单纯的Banach 代数, J 为由X 到 Y 的代数同构. Π g∈M (Y ) ,构造

X 上泛函 f 为

〈x , f 〉=〈J x , g〉,

显然 f 是 X 上的乘积线性泛函, 故 f 连续[ 6 ] , 且 f = J 3 g , 所以 g ∈ def (J 3 ) , 故M (Y ) <
def (J 3 ) ,由引理 2知M (Y ) < QN (P ) ⊥,所以 Π f ∈M (Y ) ,有

QN (P ) < kerf ,

故QN (P ) < ∩
f ∈M (Y )

kerf = {0},从而有QN (P ) = {0},注意到Q : N (P )→QN (P )的表示为Q (0,

y ) = y ,所以N (P ) = {0}, G (J ) = G. 即 J 是一个闭算子,由闭图象定理和逆算子定理知 J 是一

个代数同胚.

推论　弱半单纯的Banach 代数的范数拓扑是唯一的.
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Abstract

In th is paper, the un iqueness of the com p lete no rm topo logy fo r w eak sem isim p le ba2
nach algeb ra is p roved.
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