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非奇H 矩阵与M -矩阵的等价条件
Ξ
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摘　要　本文引进了局部对角占优矩阵的概念, 得到了非奇 H 矩阵与M 2矩阵的等

价条件与判定准则, 改进了文[ 1 ]的主要结果.
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1　引　言

设A = (a ij ) ∈C n×n , 记 + i (A ) = ∑
j≠i

ûa ij û. 若 ûa iiû > + i (A ) , Π i ∈N = {1, 2, ⋯, n}, 则

称A 为严格对角占优矩阵, 记为A ∈D ; 若存在正对角阵X 使A X ∈D , 则称A 为非奇H 矩

阵, 记作A ∈D 3 . 最近, 文[1 ] 给出了若干非奇H 矩阵的简捷判据. 本文引入了局部对角占优

矩阵的概念, 得到了非奇H 矩阵和M 2矩阵的等价条件和判定条件. 从而改进了文[1 ] 的主要

结果.

本文引入下列记号与约定:

记N 1,N 2 Α N ,N = N 1 Ý N 2, 及 Ρi (A ) =
+ i (A )
ûa iiû , i ∈N , 且记

　J (A ) = { i ∈N ûûa iiû > + i (A ) },

　N
+
1 (A ) = { i ∈N 1û+ i (A ) > ∑

t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt (A ) },

　N
0
1 (A ) = { i ∈N 1û+ i (A ) = ∑

t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt (A ) },

　N
+
2 (A ) = { i ∈N 2ûûa iiû > ∑

t∈N 2, t≠i

ûa itû},

　N
0
2 (A ) = { i ∈N 2ûûa iiû = ∑

t∈N 2, t≠i

ûa itû},

　J� (A ) = { i, j ∈N û (+ i (A ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt (A ) ) (ûa j j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûa j tû )

> ∑
t∈N 2

ûa itû∑
t∈N 1

ûa j tûΡt (A ) , i ∈N 1, j ∈N 2},

　Jθ (A ) = { i, j ∈N û (+ i (A ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt (A ) ) (ûa j j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûa j tû )
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= ∑
t∈N 2

ûa itû∑
t∈N 1

ûa j tûΡt (A ) , i ∈N 1, j ∈N 2},

　J 0 (A ) = { i ∈N 1û∑
t∈N 2

ûa itû = 0},

　Z n×n = { (a ij ) ∈R n×nûa ij ≤ 0, i ≠ j , i, j ∈N }.

N 1 (N 2) 为单点集时规定 ∑
t∈N 1, t≠i

õ= 0 ( ∑
t∈N 2, t≠i

õ= 0). 为书写方便, 以上诸符号未特别指明

时, 文中均以简记形式. 如 + i, Ρt 和J 等均分别表示 + i (A ) , Ρt (A ) 和J (A ). 不失一般性, 本文总

假定所讨论的矩阵A = (a ij ) 满足 a ii ≠ 0 且 Ρi > 0, Π i ∈N .

定义　设A = (a ij ) ∈C n×n 满足N
+
2 ≠ Á 及

　 (+ i - ∑
t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt) (ûa j j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûa j tû ) ≥∑
t∈N 2

ûa itû∑
t∈N 1

ûa j tûΡt, Π i ∈N 1, j ∈N 2, (1)

则称A 为局部对角占优矩阵, 记作A ∈L D 0; 若 (1) 式中每一不等号均是严格的, 则称A 为严

格局部对角占优矩阵, 记作A ∈L D ; 若存在正对角阵X 使A X ∈L D , 则称A 为广义严格局部

对角占优矩阵, 记作A ∈L D 3 .

易见, 当A ∈L D 0 且J
�≠Á 时,N 1 = N

+
1 ∪N

0
1,N 2 = N

+
2 ∪N

0
2; 当A ∈L D 时,N 1 = N

+
1 ,

N 2 = N
+
2 .

2　 主要结果

先给出非奇H 矩阵的一个必要条件.

定理 1　设A = (a ij ) ∈C n×n 为非奇H 矩阵, 满足N
+
1 ≠ Á 且J 0 ∩N

+
1 = Á , 则存在 ( i,

j ) , i ∈N 1, j ∈N 2 使

(+ i - ∑
t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt) (ûa j j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûa j tû ) > ∑
t∈N 2

ûa itû∑
t∈N 1

ûa j tûΡt.

证明　若对任意 ( i, j ) , i ∈N 1, j ∈N 2, 均有

(+ i - ∑
t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt) (ûa j j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûa j tû ) ≤∑
t∈N 2

ûa itû∑
t∈N 1

ûa j tûΡt. (2)

由于N
+
1 ≠ Á 且N

+
1 ∩ J 0 = Á , 则可以选取正数 d 0 使之满足

m ax
i∈N +

1

+ i - ∑
t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt

∑
t∈N 2

ûa itû
≤ d 0 ≤ m in

j∈N +
2

∑
t∈N 1

ûa j tûΡt

ûa j j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûa j tû
,

令X 0 = diag (x iûx i = Ρi, i ∈N 1; x i = d 0, i ∈N 2) , 记B = A X 0 = (bij ) , 则容易验证B 满足:

ûbiiû ≤ + i (B ) , Π i ∈N . 所以由[2, 定理 1 ] 知B ² D 3 , 进而有A ² D 3 .

下面给出非奇H 矩阵的等价条件和充分条件.

定理 2　 设A ∈C n×n , 则A ∈D 3 Ζ A ∈L D 3 .

证明　充分性 由A ∈L D 3 , 则存在正对角阵X 使B = (bij ) = A X ∈L D , 根据本文约定

Ρi (A ) > 0, 则有 Ρi (B ) > 0 且 bii ≠ 0, Π i ∈N . 设

M i (B ) =
1

∑
t∈N 2

ûbitû
[+ i (B ) - ∑

t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) ], i ∈N 1.
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由B ∈L D 知N 1 = N 1 (B ) , 从而M i (B ) > 0, Π i∈N 1, 当∑
t∈N 2

ûbitû = 0时, 记M i (B ) = + ∞,

设

m j (B ) =
∑
t∈N 1

ûbj tûΡt (B )

ûbj j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûbj tû
, j ∈N 2

由B ∈L D 知N
+
2 = N

+
2 (B ). 从而m j (B ) ≥ 0, Π j ∈N 2. 又由B ∈L D 有M i (B ) > m j (B ) ,

Π i ∈N 1, j ∈N 2. 故存在 d > 0 使

0 ≤m ax
j∈N 2

m j (B ) < d < m in
j∈N 1

M i (B ) ≤+ ∞ (3)

令 Y = diag (y iûy i = Ρi (B ) , i ∈N 1; y i = d , i ∈N 2) 记C = (cij ) = B Y , 则C 满足: 当 i ∈N 1

时,

　　ûciiû - + i (c) = Ρi (B ) ûbiiû - ( ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) + d∑
t∈N 2

ûbitû )

= + i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) - d∑
t∈N 2

ûbitû ,

当∑
t∈N 2

ûbitû = 0 时, 由N 1 = N
+
1 (B ) 得

ûciiû - + i (c) = + i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) > 0;

当∑
t∈N 2

ûbitû ≠ 0 时, 由 (3) 得

　　ûciiû - + i (c) > + i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) - m in
t∈N 1

M i (B )∑
t∈N 2

ûbitû

≥ + i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) - M i (B )∑
t∈N 2

ûbitû = 0;

当 i ∈N 2 时, 由N 2 = N
+
2 (B ) 有

　　ûciiû - + i (c) = d ûbiiû - (∑
t∈N 1

ûbitûΡt (B ) + d ∑
t∈N 2, t≠i

ûbitû )

= d (ûbiiû - ∑
t∈N 2, t≠i

ûbitû ) - ∑
t∈N 1

ûbitûΡt (B )

> m i (B ) (ûbiiû - ∑
t∈N 2, t≠i

ûbitû ) - ∑
t∈N 1

ûbitûΡt (B ) = 0.

可见 Π i ∈N 有 ûciiû > + i (c). 即 c ∈D. 注意到X Y 仍为正对角阵且A (X Y ) = c ∈D , 所以A

∈D 3 .

必要性　 设A ∈D 3 , 则存在正对角阵X 使B = (bij ) = A X 满足 ûbiiû > + i (B ) , Π i ∈

N , 所以 Ρi (B ) =
+ i (B )
ûbiiû < 1, i ∈N . 因而 ûbj j û - ∑

t∈N 2, t≠j

ûbj tû > ∑
t∈N 1

ûbj tû ≥∑
t∈N 1

ûbj tûΡt (B ) , j ∈

N 2. 且 + i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) ≥ + i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitû = ∑
t∈N 2

ûbitû , i ∈N 1. 注意到由 + i (B ) >

0 必有 + i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) > 0, 因此有

(+ i (B ) - ∑
t∈N 1, t≠i

ûbitûΡt (B ) ) (ûbj j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûbj tû ) > ∑
t∈N 2

ûbitû∑
t∈N 1

ûbj tûΡt (B ) ,
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Π i ∈N 1, j ∈N 2. 而由B ∈D 知N
+
2 (B ) = N 2 ≠ Á , 从而B = A X ∈L D. 即A ∈L D 3 .

推论 1　 设A ∈L D , 则A ∈D 3 .

注 1　 类似定理 2 必要性之证明, 可知若A ∈D , 则A ∈L D , 因而D Α L D .

注 2　当N 2 = J 时, 推论 1 便是文[1 ] 之定理 2, 因此, 推论 1 包含了文[1 ] 之定理 2. 例如

设

A =

2 5 1

5
12

2 1

0 1 5

,

则A 不满足文[1 ] 定理 2, 定理 3 及定理 4 的条件. 但若取N 1 = {1, 2},N 2 = {3}, 可知A 满足

本文推论 1 的条件, 因此A ∈D 3 .

引理 1 [ 3 ]　设A = (a ij ) ∈C n×n 为对角占优矩阵, 则A ∈D 3 当且仅当A 为具有非零元素

链对角占优矩阵.

引理2
[ 3 ]　设A = (a ij ) ∈C n×n , P ,Q 为任意非奇异对角阵, 则A ∈D 3 等价于PA Q ∈D 3 .

设 ΑΑ N , 以A (Α) 表行列足码皆为 Α中元素之主子阵. 下面给出当A ∈L D 0 时A ∈D 3

的充要条件.

定理 3　 设A = (a ij ) ∈C n×n ∩L D 0, J
� ≠ Á 满足

( i)　ϖ j 0 ∈N
+
2 , t0 ∈N 1 使 a j 0 t0 ≠ 0,

( ii)　N
0
2 = Á 或当 i ∈N

0
2 时有 a it = 0, Π t ∈N 1.

则A 为非奇H 矩阵当且仅当 Π i ∈Q 1 存在非零元素链 a ir1 , a r1r2 , ⋯, a rsj
使 j ∈Q 2. 其中

Q 1 = ( (N 1 ∩ Jθ) øJ 0) ∪ (N
0
1 ∩ J 0) ∪ (N

+
2 ∩ Jθ) ∪N

0
2,Q 2 = N - Q 1.

证明　充分性 由于A ∈L D 0, J
� ≠ Á , 则N 1 = N

+
1 ∪N

0
1,N 2 = N

+
2 ∪N

0
2, 令

　　　　　　　　　M i =
1

∑
t∈N 2

ûa itû
[+ i - ∑

t∈N 1, t≠i

ûa itûΡt ], i ∈N 1, (4)

　　　　　　　　　m j =
∑
t∈N 1

ûa j tûΡt

ûa j j û - ∑
t∈N 2, t≠j

ûa j tû
, j ∈N

+
2 . (5)

当∑
t∈N 2

ûa itû = 0 时, 记M i = + ∞, 由 (1) 则有m ax
j∈N

+
2

m j ≤m in
i∈N 1

M i, 因N
+
2 ≠Á , 则由题设条件 ( i) 知

存在一 j 0 ∈N
+
2 使m j0 > 0, 即m ax

j∈N +
2

m j > 0, 因而存在一正数 d 使 0 < m ax
j∈N +

2

m j ≤ d ≤m in
i∈N 1

M i, 当

且仅当 j ∈N
+
2 ∩ Jθ 或 i ∈N 1 ∩ Jθ 时上式成立等号. 令X = diag (x iûx i = Ρi, i ∈N 1; x i = d ,

i ∈N 2) , 记B = (bij ) = A X , 则类似定理 2 充分性之证明可知B 满足: 当 i ∈Q 1 时, ûbiiû =

+ i (B ) , 当 i ∈Q 2 时, ûbiiû > + i (B ). 由于 J
� ≠ Á 及N

+
2 ≠ Á , 则有N

+
2 øJθ ≠ Á , 进而知Q 2 ≠

Á . 所以由题设条件知B 为具有非零元素链对角占优矩阵, 由引理 1 知B = A X ∈D 3 . 进一步

由引理 2 得A ∈D 3 .

必要性　因为A ∈L D 0 且条件 ( i) , ( ii) 成立. 同充分性证明一样存在正对角阵X 使B =

(bij ) = A X 为对角占优阵, 且满足当 i ∈Q 1 时 ûbiiû = + i (B ) , 当 i ∈Q 2 时 ûbiiû > + i (B ) , 而Q 2
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≠ Á , 由A ∈D 3 知B ∈D 3 . 则由引理 1知B 为具有非零元素链对角占优矩阵, 而A 与B 有

相同的非零元, 故定理必要性得证.

推论 2　设A = (a ij ) ∈C n×n ∩L D 0 为不可约矩阵, J� ≠ Á 且满足N
0
2 = Á 或当 i ∈N

0
2

时, 有 a it = 0, Π t ∈N 1. 则A 为非奇H 矩阵.

注 3　 显然, 定理 3 之充分性与推论 2 分别包含了文[1 ] 之定理 4 和定理 3. 因文[1 ] 的结

果是本文的结果当N 2 = J 时之特款.

注 4　若A ∈ Z n×n 且 a ii > 0, Π i ∈N . 则本文的结果分别给出了M 2矩阵的等价表征, 充

分条件和必要条件.
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Equiva lence Cond ition s of Non singular H -M atr ices
and M -M atr ices

L i Q ing chun
(D ep t. of M ath. , J ilin T eachers′Co llege, J ilin 132011)

Abstract

In th is paper, w e in troduce the concep t of loca lly d iagonally dom inan t m atrices and ob2
ta in som e equ iva lence condit ion s and som e criteria of non singu lar H 2m atrices and M 2m atri2
ces, these resu lts im p rove m ain resu lts in [1 ].

Keywords　loca lly d iagonally dom inan t m atrix, non singu lar H 2m atrix, M 2m atrix.
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