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满足 (accr)环的 I -ad ic完备化及其平坦性
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摘　要　满足 (accr)环是比N oether环更广泛的一类环,本文讨论了满足 (accr)环的

I2adic完备化及其平坦性问题,把N oether环的有关结果推广到满足 (accr)环上,同时也改进

了[ 1 ]中的结果.
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引　言

设R 是有单位元1的交换环, R 2模M 称为是满足 (accr)的模是指对M 的每个子模N 和R

的每个有限生成的理想 I ,升链

N : I < N : I
2< N : I

3< ⋯
是有限终止的. 若环R 作为R 2模满足 (accr) ,则称 R 是满足 (accr)的环[ 1 ].

满足 (accr)的环是比N oether环更广泛的一类环, [ 1 ], [ 2 ]对这类环进行了研究. 本文在

此基础上,讨论满足 (accr)环的 I 2ad ic完全化及其平坦性的有关问题,得到了一些结果. 为此

首先讨论了满足 (accr)环的K ru ll相交问题,推广了[1 ]中的定理3及其推论,特别当R = M 时,

研究了所谓的 Zarisk i环.

其次,研究了R 的完备化Rδ的平坦性以及Rδ满足 (accr)的条件,从而推广了[3 ]中 P264定

理11及有关推论.

1　满足 (accr)环的 Krull相交问题

C. P. L u 在[1 ]中推广了 K ru ll相交定理,并且给出了∩
n≥0

I
n
M = 0成立的条件. 此外还得到:

若 R 2模M 满足 (accr) ,则A rtin2R ees性质成立. 在[2 ]中得到若R 是满足 (accr)的环,则每个

有限生成的R 2模M 亦满足 (accr). 因此M 仍具有A rtin2R ees性质. 为此有下面的

引理1. 1　设 R 2模M 满足 (accr) , I 是 R 的有限生成理想,则A rtin2R ees引理的结论成

立; 特别若 R 是满足 (accr)的环,M 是有限生成 R 2模,必存在自然数 c,当 n> c时, I
n
M ∩N =

I
n- c ( I

c
M ∩N ) ,其中N 是M 的子模.

定理1. 2　设 R 2模M 满足 (accr) , I 是 R 的有限生成理想,则∩
n≥0

I
n
M = 0当且仅当对任意
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的 a∈1- I , 0≠x∈M ,有 ax≠0; 一般地,设N 是M 的子模,则N = ∩
n≥0

(N + I
n
M )当且仅当

对任意的 a∈1- I , 0
-

≠xθ∈M öN ,有 ax | N .

证明　若有 a∈1- I , 0≠x∈M ,使 ax = 0. 令 a= 1- b, b∈I ,则有 ax = (1- b) x = 0,从而

有

x = bx = b
2
x = b

3
x = ⋯= b

n
x = ⋯,

得 x∈∩
n≥0

I
n
M = 0,与 x≠0矛盾.

反之,设 x∈∩
n≥0

I
n
M ΑM ,则对任意的自然数 n 有 R x = R x∩I

n
M . 由引理1. 1,当 n 充分大

时,有R x = R x∩I
n
M = I ( I

n- 1
M ∩R x ) Α Ix. 因此R x = Ix ,即存在 b∈I ,使 x = bx ,令 a= 1- b,

则 ax = 0,由前提条件必有 x = 0,所以∩
n≥0

I
n
M = 0.

设N 是M 的子模,注意到 I
n (M öN ) = ( I

n
M + N ) öN ,将上面结果应用到商模M öN 上,

有所列结论.

注　定理1. 2推广了[1 ]中定理3及其推论,从而推广了[4 ]中定理8. 9和8. 10. [5 ]中定理7.

21和[ 3 ]中定理8. 若令M = R ,则定理1. 2又推广了[ 6 ]中定理12及12′. 特别地,下面的推论使

[3 ]中定理9成为特殊情况,从而推广了所谓 Zarisk i环及其有关结果.

推论1. 3　设R 是满足 (accr)环, I 是R 的有限生成理想. 则以下陈述等价:

(1)　对每个满足 (accr)的 R 2模M 及其子模N ,有N = ∩
n≥0

(N + I
n
M ) ,此时称N 是闭的.

(2)　对每个满足 (accr)的 R 2模M , ∩
n≥0

I
n
M = 0.

(3)　对 R 的每个理想 I′, I′= ∩
n≥0

( I′+ I
n).

(4)　∩
n≥0

I
n= 0.

(5)　对任意的 a∈1- I , 0≠x∈R ,有 ax≠0.

(6)　I Α rad (R ).

(7)　对每个满足 (accr)的 R 2模M 及子模N ,对任意的 a∈1- I , 0
-

≠xθ∈M öN , axθ≠0
-

.

(8)　对每个满足 (accr)的模M ,若M = IM ,必M = 0.

证明　 (1) ] (2) 只须令N = 0即可.

(2) ] (3)　由已知 R öI′满足 (accr) ,所以有

∩
n≥0

( I′+ I
n) öI′= ∩

n≥0
I

n (R öI′) = 0
-

,

从而 I′= ∩
n≥0

( I′+ I
n).

(3) ] (4)　令 I′= 0即可.

(4) ] (5)　令 R = M ,由定理1. 2即可.

(5) ] (6)　设L 是R 的极大理想,如果 I ¾L 则R = I + L ,因此存在 b∈I , c∈L ,使1= b+

c, 从而对任意的0≠x∈R , cx = (1- b) x≠0,由此可知 R µ (1- b) R = cR Α L ,与L 的取法矛

盾. 从而 I 包含在所有极大理想的交中,即 I Α rad (R ).

(6) ] (7)　任取 b∈ I , x∈M 且 x | N , 则 b
n
xθ∈ I

n (M öN ). 由 [ 2 ]定理4知M öN 满足

(accr) ,从而由引理1. 1有

R b
n
xθ= I

n (M öN )∩R b
n
xθ= I [ I

n- 1 (M öN )∩R b
n
xθ ]< Ib

n
xθ,
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即存在 b
1∈I ,使 b

n
xθ= b

1
b

n
xθ, (1- b

1) b
n
xθ= 0

-

. 由 I Α rad (R )知1- b
1是可逆元,所以 b

n
xθ= 0

-

. 如

果 (1- b) xθ= 0
-

,则 xθ= bxθ= b
2
xθ= ⋯= b

n
xθ= 0

-

,与 x 取法矛盾.

(7) ] (8)　由N akayam a引理可得.

( 8) ] (1)　任取 b∈I , 0
-

≠xθ∈M öN , b
n
xθ∈ I

n (M öN ) , 由引理1. 1有 R b
n
xθ Α I (R b

n
xθ ) , 得

R b
n
xθ= 0

-

, b
n
xθ= 0

-

. 再由 (6) ] (7)的证明可得本结论.

2　满足 (accr)环的 I -ad ic完备化的平坦性

设{ I
n
M }是 R 2模M 的 I 2ad ic拓扑,若M 还有一个线性拓扑{M n },使之与{ I

n
M }重合,则

由反向极限的定义有Mδ= lim
←

M öI
n
M ≌lim

←
M öM n ,这说明Mδ只与M 的线性拓扑有关.

本节依此原则讨论 R 的 I 2ad ic完备化 R
δ的平坦性问题.

引理2. 1　设R 2模M 满足 (accr) , N 是M 的子模, I 是R 的有限生成理想,则N 的 I 2ad ic

拓扑与由M 的 I 2ad ic拓扑诱导的拓扑重合.

证明　所得结论即要证明{ I
n
N }与{ I

n
M ∩N }重合,即是证明对任意的 I

n
N ,存在 I

m
M ∩

N ,使 I
m
M ∩N Α I

n
N 及任意的 I

n
M ∩N ,存在 I

k
N ,使 I

k
N Α I

n
M ∩N .

事实上,由于有 I
n
N Α I

n
M ∩N ,所以后一包含是显然的; 对于前一包含,由引理1. 1,存在

自然数 c,当 q> c时有 I
q
M ∩N = I

q- c ( I
c
M ∩N ) ,令 q= n+ c,则有 I

n+ c
M ∩N = I

n ( I
c
M ∩N ) Α

I
n
N .

由[2 ]中定理5可知,当 R 满足 (accr)时,对有限生成 R 2模M ,引理2. 1仍成立. 这就推广了

[4 ]中的定理8. 6.

引理2. 2　设R 2模M 满足 (accr) , I 是R 的有限生成理想,N 是M 的子模,则0→Nδ→Mδ→
(M öN )→0是短正合列.

证明　对任意的 n 有正合列

0→N öN ∩I
n
M →M öI

n
M →M ö(N + I

n
M )→0,

并且有M ö(N + I
n
M )≌ (M öN ) ö( I

n
M ö(N ∩I

n
M ) )≌ (M öN ) öI

n (M öN ). 令M ′= M öN ,则有

短正合列

0→N ö(N ∩I
n
M )→M öI

n
M →

Π

M ′öI
n
M ′→0,

对其取反向极限,注意到lim
←
是左正合函子,由引理2. 1有短正合列

0→N
δ→M

δ→
Πδ

(M öN ) ^ ,

其中Nδ= lim
←

N öI
n
N ≌lim

←
N öN ∩I

n
M ,由于 (M öN ) ^ ≌lim

←
M öN + I

n
M ,所以任取 (xθ1, xθ2,⋯)∈

(M öN ) ^ ,都有 xθn∈M öN + I
n
M , x n∈M 满足 x n+ 1- x n∈N + I

n
M .

设 x 2- x 1= t1- a1, t1∈N , a1∈IM ,令 y 2= x 2- t1,则 y 2+ N + I
2
M = x 2+ N + I

2
M ,且 y 2-

x 1= a∈IM ;

设 x 3- x 2= t2- a2, t2∈N , a2∈I
2
M ,令 y 3= x 3- t1- t2,则 y 3+ N + I 3M = x 3+ N + I

3
M ,且

y 3- y 2= a2∈I
2
M ;⋯这样依次下去可得M 的元素列 y 1, y 2,⋯,满足 y n+ 1- y n∈I

n
M ,所以有 (y 1

+ IM , y 2+ I
2
M ,⋯)∈Mδ,使
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Πδ: (y 1+ IM , y 2+ I
2
M ,⋯)→ (xθ1, xθ2,⋯) ,

即 Πδ是满的,从而有短正合列

0→Nδ→Mδ→ (M öN ) ^ →0,

并且有 (M öN ) ^ ≌MδöNδ.
定理2. 3　设 R 是满足 (accr)的环, I 是 R 的有限生成理想,若 R 是凝聚环,则 Rδ是平坦

R 2模.

证明　设M 是有限生成 R 2模,则有正合列

0→L →R
n→M →0.

由于Rδá 是右正合函子,所以有交换图

Rδá L → Rδá R n → Rδá M → 0

↓Α ↓Β ↓Χ
0 → L

δ → R
δn → M

δ → 0

由[2 ]定理5知M , R
n 满足 (accr) ,根据引理2. 2知底行是短正合的. 易知 Β是同构,所以 Χ是满

同态. 若进一步假设M 是有限表现的,则易知 Χ是同构.

设 J 是 R 的任意有限生成理想,由于 R 是凝聚环,所以 J , R öJ 都是有限表现的,将上图

中L 换成 J ,M 换成 R öJ ,则由前述可知 Α, Β, Χ都是同构,因此顶行是短正合列, Rδ是平坦模.

注　上述结果并未要求 R 和M 关于 I 2ad ic拓扑是H au sdo rff 空间,即∩
n≥0

I
n= 0,因此定理

2. 3是[1 ]中定理8的改进.

定理2. 4　设R 是满足 (accr)环, I 是有限生成理想,则R ö∩
n≥0

I
n 是平坦 R 2模.

证明　对内射模 E 有短正合列

0→Hom R (R ö∩
n≥0

I
n , E )→

Π3

Hom R (R , E )→Hom R (∩
n≥0

I
n , E )→0,

设H 是Hom R (R ö∩
n≥0

I
n , E )的内射包,由Hom R (R , E )≌E 有

Hom R (R ö∩
n≥0

I
n , E ) Α H Α Hom R (R , E ).

任取 h∈H , Η= R h ,令 K = Η∩Hom R (R ö∩
n≥0

I
n , E ) ,则 Η是有限生成 R 2模, K 是其子模,由

引理1. 1

I
nΗ∩K = I

n- c ( I
cΗ∩K ) Α I

n- c
K ,

注意到该式对充分大的 n 都成立. 所以当 n→∞时,任取 a∈ I
n- c = ∩

n≥0
I

n , f ∈Hom R (R ö∩
n≥0

I
n ,

E ) , xθ∈R ö∩
n≥0

I
n ,有 af (xθ) = f (axθ) = f (ax + ∩

n≥0
I

n). 因为 n→∞,所以由 a 的取法有 ax∈∩
n≥0

I
n ,

即 af = 0,从而有 I
n- c

K Α I
n- cHom R (R ö∩

n≥0
I

n , E ) = 0 (n→∞) ,

I
nΗ∩Hom R (R ö∩

n≥0
I

n , E ) = I
nΗ∩K = 0 (n→∞).

由于H 是Hom R (R ö∩
n≥0

I
n , E )的内射包,所以 I

nΗ= 0,即∩
n≥0

I
nΗ= ∩

n≥0
I

n
h= 0,得∩

n≥0
I

nΑ Kerh ,根据

[9 ]定理3. 4,存在 h
1∈Hom R (R ö∩

n≥0
I

n, E ) ,使 h= k
1Π,这说明单同态 Π3 是由Hom R (R ö∩

n≥0
I

n , E )

到H 的同构,因此 R ö∩
n≥0

I
n 是平坦模.

今知道,若R 是N oether环,则Rδ亦然,现在证明:若R 满足 (accr) ,则Rδ作为R 2模亦满足
(accr).
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引理2. 5　设 R 是满足 (accr)的环, I 是 R 的有限生成理想,M 是有限生成 R 2模, N 是

M 的子模,若N = ∩
n≥0

(N + I
n
M ) ,则N = Nδ∩M ; 特别当N 是有限生成模时, Nδ= RδN , N = RδN

∩M ,Nδ= lim
←

N öI
n
N .

证明　对正合列

0→ (N + I
n
M ) öI

n
M →M öI

n
M →M ö(N + I

n
M )→0

取反向极限,注意到 (N + I
n
M ) öI

n
M ≌N ö(N ∩I

n
M ). 由引理2. 1有正合列

0→Nδ≌lim
←

(N + I
n
M ) öI

n
M →Mδ→ (M öN ) ^

由此可将Nδ视为Mδ的子模, 设 P i: Mδ→M öI
i
M 是投射, 则有MδöKerP i≌M öI

i
M , 可以证明

{KerP i}是Mδ的线性拓扑并与{I
i
Mδ}重合,另外有同态

Ω:M →M
δ, x→ (x + IM , x + I

2
M ,⋯) , x∈M

所以 Ω(M )是M
δ的子模,任取 (x 1 + IM , x 2 + I

2
M ,⋯)∈N

δ≌ lim
←

( (N + I
n
M ) öI

n
M ) , x i∈N ,则

对每个 i有

　 (x 1+ IM , x 2+ I
2
M ,⋯) = (x i+ IM , x i+ I

2
M ,⋯)

　+ (x 1- x i+ IM , x 2- x i+ I
2
M ,⋯, x i- 1- x i+ I

i- 1
M , 0,⋯)

∈Ω(N ) + KerP i,

这说明N
δ是 Ω(N )在M

δ中的闭包,即N
δ= ∩

n≥0
(Ω(N ) + I

n
M

δ). 但已知N 在M 中是闭的,所以由

推论1. 3知Ω是单嵌入映射,得Nδ是N 在Mδ中的闭包. 又知N 在M 中的闭包等于N 在Mδ中
的闭包与M 的交,因此有N = Nδ∩M . 如果N 是有限生成的, 由已知及推论1. 3有∩

n≥0
I

n = 0,

∩
n≥0

I
n
N Α ∩

n≥0
I

n
M = 0,所以由[3 ]中定理5有N

δ= R
δ
N ,N = R

δ
N ∩M . □

注　在满足引理条件下亦有M
δ= R

δ
M .

定理2. 6　设 I 是R 的有限生成理想且满足∩
n≥0

I
n= 0,则R 满足 (accr)当且仅当Rδ作为R 2

模亦满足 (accr).

证明　由于 I 是有限生成的,称其相伴分次环G I (R )是有限生成 R 2模,由已知及推论1. 3

和引理2. 5,则对任意的 i≥0,有

I
i∩I

δi+ 1= ( I
δi∩R )∩I

δi+ 1
= R∩I

δi+ 1
= I

i+ 1,

又因为 I
δ中元都是 I 中元素列的极限,所以对任意的 xδ∈I

δi
,都存在 x∈I

i,使 xδ- x∈I
δi+ 1

,从而

有 xδ∈I
i+ Iδi+ 1,即 Iδi= I

i+ Iδi+ 1,得

IδiöIδi+ 1
= ( I

i+ Iδi+ 1) öIδi+ 1≌I
iöI

i∩Iδi+ 1
= I

iöIδi+ 1

这说明对任意的 i≥0, IδiöIδi+ 1是有限生成的. 特别 RδöIδ是有限生成 R 2模,注意到

RδöIδ≌ (RδöI
2) ö( IδöIδ2) , RδöIδ2≌ (RδöI

3) ö( Iδ2öIδ3) , ⋯

得RδöIδi 是有限生成的R 2模,因此满足 (accr). 设N ö∩Iδi是Rδö∩Iδi的任意R 2子模,则一定存在

k , 使N Β I
δk Β I

δk+ 1 Β ⋯,因此对任意的 b∈R , 存在m 使 (N : b
m ) öI

δk
= N öI

δk
: b

m = N öI
δk

: b
m + 1 =

(N : b
m + 1) öI

δk
,但有 (N : b

m ) öI
δk≌[ (N : b

m ) ö∩I
δi

]ö( I
δk ö∩I

δi) ,得

(N ö∩I
δi

: b
m ) = (N : b

m ) ö∩I
δi

= (N : b
m + 1) ö∩I

δi
= N ö∩I

δi
: b

m + 1.

即R
δö∩I

δi 作为R 2模满足 (accr) ,但由于∩
n≥0

I
n= 0. 根据[ 8 ]的论证有∩

n≥0
I
δn

= 0,因此 R
δ作为 R 2模

满足 (accr).
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反之,由∩
n≥0

I
n= 0知R 同构于 R

δ的子模,因此若 R
δ满足 (accr) ,则 R 亦满足. □

注　若令G Iδ (Rδ) = Ý
i≥0

IδiöIδi+ 1
,则此时有G I (R )≌G Iδ (Rδ). 此结果推广了[ 5 ]命题7. 31. 此时

必有 KerP i≌Iδi
.

定理2. 7　设R 是满足 (accr)的环, I 是有限生成理想满足∩
n≥0

I
n= 0,则对任意有限生成 R 2

模,M ,Mδ是满足 (accr)的 R 2模.

证明　由于M 是有限生成的,根据引理2. 5,Mδ= R
δ
M ,故M

δ作为R
δ2模是有限生成的,因此

存在 R
δ2模的满同态 R

δm→M
δ= R

δ
M →0, 当然这也是 R 2模的满同态. 根据定理2. 6以及满足

(accr)的模保持有限直和,得 Rδm 作为R 2模满足 (accr). 再由[2 ]定理4知Mδ满足 (accr). □
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The I -ad ic Com pletion and Its Fla tness for
R ings Satisfy ing (accr)

Z hang L ihong
(D ep t. of M ath. , Sip ing T echers′Co llege, 136000)

W ang W enju
(Cap tial U niv. of Econom ics and Business, Beijing 100026)

Abstract

T he class of rings sa t isfying (accr) is la rger than tha t of N oetherian rings. T he I 2ad ic

com p let ion and its f la tness fo r rings sa t isfying (accr) a re d iscu ssed. Som e im po rtan t p roper2
t ies of N oetherian rings can be genera lized to rings of th is class; the resu lts in [1 ] have been

im p roved.

Keywords　rings sa t isfying (accr) , inverse lim it, I 2ad ic com p let ion.
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