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选择 理 论 中 两 个 结 论 的 改 进
Ξ

燕　鹏　飞
(安徽大学数学系, 合肥230039)

摘　要　本文利用可数序基的概念, 讨论了下半连续集值映射的选择问题, 改进了选

择理论中的两个经典结论.
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1　引　言

本文主要考虑取值于具有可数序基的空间内集值映射的选择问题, 我们首先给出有关的

概念和表示.

设 X , Y 为拓扑空间, 则

2X = {E : E 是X 是非空子集};

F (X ) = {E : E 是X 的非空闭子集};

C (X ) = {E : E 是X 的非空紧子集}.

定义1 [ 1 ]　集值映射 Υ: X → 2Y 称为下半连续 (上半连续) 的, 如果对 Y 的每个开集V ,

Υ21 (V ) = {x : Υ(x ) ∩V ≠ Á } (集合{x : Υ(x ) < V }) 均是X 的开集.

上半连续和下半连续集值映射又分别简称为 u. s. c 和 l. s. c 的.

若对某个集值映射 Υ: X → 2Y , 连续映射 f : X → Y 满足 f (x ) ∈ Υ(x ) , 则称 f 为 Υ的一个

连续选择.

E. M ichael[ 1 ], [ 2 ] 对下半连续集值映射的选择问题进行了深入的研究并得到如下结论.

定理 111 [ 1 ]　设X 是零维仿紧空间, Y 为完备度量空间, Υ: X → F (Y ) 为 l. s. c 的, 则 Υ存
在连续选择.

定理 112 [ 2 ]　设X 是仿紧空间, Y 是完备度量空间, 5 : X → F (Y ) 为 l. s. c 的, 则存在一个

l. s. c 集值映射Υ: X →C (Y ) 和 u. s. c 集值映射Ω: X →C (Y ) 使得任意 x ∈X , Υ(x ) < Ω(x ) <
5 (x ) 1

M ichael 在上述定理的证明中所使用的基本技巧就是利用象空间的度量进行逼近构造选

择, 这种方法在选择理论中被广泛的应用. 一个自然的问题是当象空间不具备度量性时, 能否

利用一种较弱的拓扑结构代替度量. 本文将利用可数序基的概念, 推广和改进了M ichael 的结
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论.

定义 2[ 3 ]　设X 为拓扑空间, 若X 的一个基B 满足条件: B 的任何含有 p 的由不同元素

所构成的序列B 1 = B 2⋯ = B n⋯形成 p 点的邻域基, 则称 B 为X 的一个可数序基.

W ick 和W o rrel 给出了具有可数序基的空间的一个有用的刻画.

定理 113 [ 4 ]　空间X 具有可数序基当且仅当它存在序列{Bn} 满足

(a)　每个 Bn 是X 的一个基;

(b)　如果对每个 n ≥ 1 有B n ∈Bn 且B n Β B n+ 1, 点 p ∈∩
n∈N

B n , 则{B n , n ≥ 1} 是 p 点的

基.

本文所讨论空间均指正则 T 2 空间.

2　 关于选择的定理

引理 211　 设X 是零维仿紧空间, Y 为具有可数序基的空间, Υ: X → F (Y ) 是 l. s. c 的, 则

存在:

(1)　Y 的满足条件 (a) , (b) 的基的序列 Bn = {V n
ΑûΑ∈A n}, n = 1, 2⋯;

(2)　X 的离散开覆盖列 U n = {U n
ΑûΑ∈A n}, n = 1, 2⋯;

(3)　映射列 Πn: A n+ 1 →A n , 　　n = 1, 2⋯.

满足条件:

　　　　　　　　U n
Α = ∪ {U n+ 1

Β ûΒ∈ Π21
n (Α) };

V n
Α = ∪ {V n+ 1

Β ûΒ∈ Π21
n (Α) };

U n
Α < Υ21 (V n

Α) ;

Vϖn+ 1
Α < V n

Πn
(Α) , Α∈A n+ 1, n = 1, 2⋯.

　　证明　采用归纳法构造上述序列, Y 存在满足定理 113条件的序列{B′
n}, 设B′

n = {W n
ΑûΑ

∈∧n}, 则Υ21 (B′
1) 构成X 的一个开覆盖, 由著名的Dow ker - M o rita [ 6 ] 定理知, 它存在一个离

散的一一开加细 U 1, 不妨设U 1 = {U 1
ΑûΑ∈∧1}, 令A 1 = ∧1,V 1

Α = W 1
Α, B1 = B′

1. 则U 1, B1

即为所求. 由于U 1
a = X 2U

Β≠Α
U 1

Β, 故U 1
Α为X 的即开又闭集, 因而 dim (U 1

Α) ≤ 0, 对于每个Α∈A 1,

作 v Α= {W 2
ΒûΒ∈∧2 且W{ 2

Β < V 1
Α}, 则 ΤΑ为V 1

Α的一个开覆盖, 对每个W 2
Β ∈ ΤΑ, 令V

2

〈Α, Β〉= V
1

Α∩

W
2

Β, 则Υ- 1 (ΤΑ) 存在在U 1
Α内的离散一一开加细{U 2

〈Α, Β〉,U 2
〈Α, Β〉< Υ- 1 (V 2

〈Α, Β〉) }, 记此集簇为UΑ. 令

B2 = ∪
Α∈A 1

ΤΑ, UΑ = ∪
Α∈A 1

UΑ,A 2 = {〈Α, Β〉, Α∈A 1,V〈Α, Β〉∈ ΤΑ},

作Π1: A 2 →A 1 为投影, 则易证所得覆盖和映射满足条件 (1) , (2) , (3) , 重复上述过程, 不失一般

性可得到所需的覆盖列和映射列.

定理 211　设X 为零维仿紧空间, Y 为具有可数序基的空间, Υ: X →C (Y ) 是 l. s. c 的, 则

Υ存在连续选择.

证明　设 U n, Bn 为上述引理中的覆盖列, Πn 为映射列, 下面我们构造选择 f :

Π x ∈X , 由U n 的性质知, 存在U n 的元素U n
Αn
使 x ∈U n

Αn
, 则U n

Αn
被 x 所唯一确定且满足

Πn (Αn+ 1) = Αn. 由于U n
Αn

< Υ- 1 (V n
Αn

) ,V n
Αn
∈ Bn 满足Vϖn+ 1

Αn+ 1 < V n
Αn

, 故
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Υ(x ) ∩V n
Αn
≠ Á .

又

Υ(x ) ∩ ( ∩
n∈N

V n
a) = Υ(x ) ∩ ( ∩

n∈N
Vϖn

Α) ≠ Á ,

取 y ∈ Υ(x ) ∩ ( ∩
n∈N

Vϖn
Αn

) , 则 y ∈V n
Αn

, 故{V n
Αn

} 构成 y 的邻域基, y 被 x 所唯一确定, 作 f : X → Y

满足 f (x ) = y , 则 f 是 Υ的一个选择, 下证 f 的连续性.

Π x 0 ∈X , f (x 0) = y 0, 设G 是 y 0 的一个邻域, 由U n 的性质知存在U
n
Αn
∈U n , x 0 ∈U

n
Αn

,

由 y 0 的构造知{V
n
Αn

} 构成 y 0 的一个邻域基, 故存在N , 使 y 0 ∈V
N
ΑN < G , 当 x ∈U

N
ΑN 时,

f (x ) ∈V
N
ΑN < G ,

故 f 在 x 0 处连续, f 是 Υ的一个连续选择.

如果将上述定理中的C (Y ) 换成 F (Y ) , 则需要 Y 具有整体的完备性,W ick
[ 5 ] 对具有单调

完备可数序基的空间给出了相应于定理 1. 3 的刻画, 以完全类似于定理 2. 1 的构造方式可得

到.

定理 2. 2　设X 是零维仿紧空间, Y 为具有单调完备可数序基的空间, Υ: X → F (Y ) 是 l.

s. c 的, 则 Υ存在连续选择.

设想对定理 1. 2 作相应的改进, 但直接构造较为复杂, 借助于仿紧空间和零维仿紧空间的

映射关系可以完成这种转换.

定理 2. 3　设X 为仿紧空间, Y 为具有可数序基的空间, 5 : X →C (Y ) 是 l. s. c 的, 则存在

一个 u. s. c 集值映射 Ω: X →C (Y ) 使对 Π x ∈X , Ω(x ) < 5 (x ).

证明　设 5 : X →C (Y ) 是 l. s. c 的, 由Choban
[ 8 ] 的结论知, 存在零维仿紧空间 Z , 及 Z 的

子空间 S 和完全映射 f : Z →X 使 f (S ) = X 且 f ûS 是开紧的.

作 5δ: Z →C (Y ) 使 5δ= 5 (f (z ) ) , 则 5δ是 l. s. c 的, 因而存在连续选择 g : Z → Y , 定义映射

Ω: X →C (Y ) 使Ω(x ) = g (f - 1 (x ) ) , 则由于 f 是闭映射, 故 f - 1 是u. s. c的, 因而Ω是u. s. c的,

至于 Ω(x ) < 5 (x ) 是显然的.

定理 2. 4　 设 X 是仿紧空间, Y 为具有单调完备可数序基的空间, 5 : X → F (Y ) 是 l. s. c

的, 则存在 u. s. c 的 Ω: X →C (Y ) 和 l. s. c 的 Υ: X →C (Y ) 使对任意 x ∈X 有

Υ(x ) < Ω(x ) < 5 (x ).

证明　取 Z , S 和 f 为定理 2. 3 中的空间和映射, 作 5δ: Z → F (Y ) 使 5δ = 5 (f (z ) ) , 则 5δ

是 l. s. c 的, 由定理 2. 2 知存在连续选择 g : Z → Y. 作

Υ= g ( (f ûS ) - 1 (x ) ) , Ω= g (f - 1 (x ) ) ,

则易验证 Ω, Υ满足所需性质.

注　定理 2. 2 和定理 2. 4 分别改进了定理 1. 1 和定理 1. 2.
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The Im provem en t of Two Results in Selection Theory

Y an P engf ei
(D ep t. of M ath. , A nhui U niv. , H efei 230039)

Abstract

In th is paper, w e p rove the select ion theo rem s of set2valued m app ings w ith va lu s in the

space having bases of coun tab le o rder, tw o fam ou s resu lts a re im p roved.

Keywords　con t inuou s select ion, bases of coun tab le o rder.
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