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关于广义函数赋值问题的完善与积分问题
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摘　要　本文采用非标准分析方法, 首先对广义函数的赋值问题进行了完善; 接着界

定了广义函数的积分; 最后讨论了广义函数的广义连续性.
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1　引　言

尽管由于 Schw artz 广义函数的问世, 结束了数学家和物理学家关于 ∆2函数的理论之争,

但代价是: 广义函数是作为基本函数空间上的连续线性泛函出现的, 它在普通空间上已没有意

义. 然而实际工作者仍象普遍函数那样使用广义函数, 因此理论和应用上的矛盾并没有真正的

沟通.

例如, 原苏联乌克兰科学院院士 Г. Е. Пухов为了求解线性定常系统, 时变系统和非线性

系统而引进台劳变换[ 1, 2 ]
. 但他的变换不能解决带有阶跃响应和脉冲响应的上述系统. 后来有

人试图用广义函数重新定义台劳变换, 但因涉及到如何理解广义函数在一点的值及其导数问

题而没有成功.

又比如, 假设有一个脉冲电路的电流为H ( t) , 电流的变化速度为 h ( t) , 则优化问题

m in
t∈R

T ( t) = (H ( t) - h ( t) ) T

就是求一时刻, 使电流最小且速度最大. 由于H ( t)和 h ( t)实际上都是广义函数, 因此这是一个

广义函数的优化问题, 在经典的广义函数理论下是无法解决的.

因此, 如何对广义函数进行逐点赋值, 不仅是理论问题, 更是实际问题的需要. 事实上, 从

广义函数诞生不久, 便有人试图赋值, 使其也具有普通函数的“特性”. 例如, 从 1957 年到 1960

年间, 波兰的 Z. Zielény 和 S. L ′o jasiew icz 等就做了很多这方面的工作[ 3, 4, 5, 6 ]. 也许由于当时的

数学工具还不够, 赋值工作进行得很艰难, 终因没有抓住问题的本质而无法再进行下去, 这样

也就没有引起人们的注意.

时隔 30 年, 到 80 年代后期, 李邦河等利用广义函数的调和表示, 采用非标准分析方法, 成

功地建立了一维广义函数的集值导数理论[ 7 ]
. 之后, 董加礼等将李帮河的工作推广到 n 维情

况[ 8 ]
. 这些工作不仅从另一侧面揭示了广义函数的本质, 而且丰富了非光滑分析理论, 为应用
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提供了更为直接的基础.

本文采用非标准分析方法, 首先论证了广义函数赋值问题的合理性, 使这一问题更加完

善; 接着界定了广义函数的积分, 从而恰当地解释了 ∆2函数的直观定义和物理意义; 最后讨论

了广义函数的所谓广义连续性, 说明广义函数是一种特殊的集值映射. 这一工作为进一步讨论

广义函数的优化问题奠定了基础.

本文将使用下述符号: R 表示实数集合, R + 表示正实数集合, Rϖ= R ∪{±∞}, clRϖ与 (Rϖ) lim

分别表示 Rϖ 中的闭包与极限运算. coA 表示集合A 的凸包. D = D (R ) 表示 R 上具有紧支集

的实C
∞ (R )之线性空间, 并赋予 Schw artz 拓扑,D′= D′(R ) 表示D 上的连续线性泛函之空

间, 即一维广义函数空间, HR (T )表示 T ∈D′在H 1+ 1= R ×R + 上的调和表示的全体. 3
R 表示

R 的非标准扩张, 即超实数域, 3
A 表示标准集合A 的非标准扩张, x ∈3

R 或3
Rϖ 的标准部分分

别记为0
x 及 stx , 对于 x ∈3

R , 称集合

Λ(x ) = {y∈3
R ûy - x 为无穷小}= {y∈3

R ûy ∆ x }

为 x 在3
R 中的单子, 并记 Λ+ (x ) = {y∈Λ(x ) ûy > x }.

2　广义函数的逐点赋值问题

文[7 ]给出了下述定义: 设 T ∈D ’, x 0∈R , u∈HR (T ) , 则定义

T (x 0) = 5(0)
T (x 0) = {0 [ 3

u (x , y ) ]ûx ∈Λ(x 0) , y∈Λ+ (0) }

为广义函数 T 在 x 0 点的集值. 并证明了此定义等价于下面的标准定义:

T (x 0) = { (Rϖ) lim
k→0

u (x k , y k ) û (x k , y k ) ∈C (x 0) , {u (x k , y k ) } 在Rϖ 中收敛}, (1)

其中

C (x 0) = { (x k , y k )∈H 1+ 1û (x k , y k )→ (x 0, 0) }.

下面从两个方面说明这个定义的合理性.

定理 1　设 T f 为正则广义函数, T f 所对应的局部可积函数为 f (x ) ∈L
p (1≤p < + ∞).

若 f (x )在点 x 0 连续, 则有 T f (x 0) = {f (x 0) }, 即 T f (x 0)为单点集.

证明　由于 f (x )在点 x 0 连续, 所以必有 ∆> 0, 使 f (x )在 (x 0- ∆, x 0+ ∆)内连续. 令

F (x ) = ∫
x

x 0

f ( t) d t, 　x ∈ (x 0 - ∆, x 0 + ∆) ,

显然 F (x )在 (x 0- ∆, x 0+ ∆)内连续可微, 且

F′(x ) = f (x ) , x ∈ (x 0- ∆, x 0+ ∆).

任取 u∈HR (T F ) , v∈HR (T f ) , 因为5u
5x

∈HR (T F′) , 而 F′= f , 所以 T F′与 T f 是同一正则

广义函数, 于是有:

3 (5u
5x

) (x , y ) ∆ 3
v (x , y ) ,

即

0 [ (5u
5x

(x , y ) ) ]= 0 [v (x , y ) ].
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于是由[7 ]中定义 2. 1 及本文上述记号 T (x 0)知

5T F (x 0) = {0 [ 3 5u
5x

(x , y ) ]ûx ∈ Λ(x 0) , y ∈ Λ+ (0) }

= {0 [ 3 v (x , y ) ]ûx ∈ Λ(x 0) , y ∈ Λ+ (0) } = T f (x 0).

　　另一方面, 由文[7 ]定理 3. 2 (这个定理中的 5F (x 0)实际上是 5T F (x 0)的一种简记) , 可知

　　　5T F (x 0) = 52F (x 0) = ∩
Ε∈R +

clRϖ{
F (y ) - F (x )

y - x
ûx , y ∈ (x 0- Ε, x 0+ Ε) , x ≠y }

= ∩
0< Ε< ∆

clRϖ{F′(Ν) ûΝ∈ (x 0- Ε, x 0+ Ε) }= {F′(x 0) }= {f (x 0) },

故有

T f (x 0) = {f (x 0) }.

此定理说明, 当广义函数退化到普通函数时, 在连续点其集值与普通函数值是相等的. 再

由 Лузпи定理即知, 除去一个测度可以任意小的集合外, 集值与普通函数值是一致的. 因此,

这种赋值确是普通函数的推广.

例 1　求广义函数 ∆(x )的值.

事实上, p (x , y ) =
y

Π(x 2+ y 2) 为 ∆(x )的调和表示[ 9 ]
, 所以对任意 x ∈R , 由 (1)式不难算出

　　　　∆(x ) = { (Rϖ) lim
k→∞

y k

Π(x
2
k + y

2
k )

ûx k→x , y k→0,
y k

Π(x
2
k + y

2
k )
在Rϖ 中收敛}

=
0, x ≠0;

[0, + ∞ ], x = 0.
这个结果与实际情况完全符合. 如果将 ∆(x ) 理解为一个脉冲, 则因电路不能突变, 于是由

过渡过程知, 当 x ≠0 时, 电路中的脉冲值自然为零; 而当 x = 0 时, 脉冲可以取得[ 0, + ∞ ]中

的一切值.

类似地, 可以求出常见的其它广义函数的值. 这说明上述赋值不仅可操作, 而且还可以恰

当解释所代表的物理意义.

3　广义函数的积分

定义 1　设 T ∈D′, u ∈HR (T ) , [a , b ] < (- ∞, + ∞) , 则称 T 在[a , b ] 上的积分 (记作

∮
b

a
T (x ) d x ) 为集合

∮
b

a
T (x ) d x = {0 [ 3 (∫

x 2

x 1

u ( t, y ) d t) ]ûx 1 ∈ Λ(a) , x 2 ∈ Λ(b) , y ∈ Λ+ (0) }.

不难证明, 与此定义等价的标准形式为

∮
b

a
T (x ) d x = { (Rϖ) lim

n→∞∫
z n

x n

u ( t, y n) d tûx n → a , z n → b, y n → 0+

且∫
z n

x n

u ( t, y n) d t 在Rϖ 中收敛}.

定理 2　设 T f 为正则广义函数, T f 所对应的局部可积函数为 f (x ) ∈L
p
[a, b ] (1 ≤ p < +

∞) , 则对任意区间[a , b ], 有
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∮
b

a
T f (x ) d x = {∫

b

a
f (x ) d x }.

证明　对正则广义函数 T f , f 的泊松积分

u (x , y ) = ∫R
f (x ) p y (x - t) d t, p y (x ) =

c1y
x 2 + y 2 , c1 =

1
Π

就是 T f 的调和表示, 且几乎对所有的 x ∈R , 有

lim
y→0+

u (x , y ) = f (x ) ,

于是由L ebesgue 控制收敛定理, 有

∮
b

a
f (x ) d x = lim

y→0+∫
b

a
u (x , y ) d x.

令 F (x 1, x 2, y ) =∫
x 2

x 1

u ( ty ) d t, 则由超实积分中值定理[10 ] 易知, F (x 1, x 2, y ) 关于 (x 1, x 2)

是连续的, 于是

　　∮
b

a
T f (x ) d x = {0 [ 3∫

x 2

x 1

u ( t, y ) d y ]ûx 1 ∈ Λ(a) , x 2 ∈ Λ(b) , y ∈ Λ+ (0) }

= {0 [ 3 F (x 1, x 2, y ) ]ûx 1 ∈ Λ(a) , x 2 ∈ Λ(b) , y ∈ Λ+ (0) }

= {0 [ 3 F (a , b, y ) ]ûy ∈ Λ+ (0) } = { lim
y→0+∫

b

a
u ( t, y ) d t}

= {∫
b

a
f (x ) d x }.

此定理说明, 对正则广义函数来说, 其积分与L 2积分相同, 因此广义函数的积分是L 2积
分的推广.

例 2　求广义函数 ∆(x ) 在任意区间[a, b ] 上的积分.

由 p (x , y ) =
y

Π(x 2 + y 2) 为 ∆(x ) 的调和表示, 故

　　∮
b

a
∆(x ) d x = {0 [ 3∫

x 2

x 1

y
Π(x 2 + y 2) d x ]ûx 1 ∈ Λ(a) , x 2 ∈ Λ(b) , y ∈ Λ+ (0) }

= {0 [ 3 ( 1
Πarctg

x
y

) û x 2
x 1 ]ûx 1 ∈ Λ(a) , x 2 ∈ Λ(b) , y ∈ Λ+ (0) }

= {0 [ 3 (1) ]} = {1}

特别地有

∫
∞

- ∞
∆(x ) d x = {1}.

比例恰当地解释了 ∆2函数的直观定义. 再结合例 1 便圆满地解释了 ∆2函数的物理意义,

即质量全部集中在原点上, 其在R 上的积分值为 1.

4　 广义连续性

定义 2　设 T : X →R 为一般集值映射, x 0 ∈X < R , 称 T (x ) 在点 x 0 是广义连续的, 若满

足条件:

( i)　 对任给的 Ε> 0, 总存在 ∆> 0, 当 ûx - x 0û < ∆时, 恒有 y ∈ T (x ) , y 0 ∈ T (x 0) , 使
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ûy - y 0û < Ε;
( ii)　若 y 1, y 2 ∈ T (x 0) , 则[y 1, y 2 ] < T (x 0).

直观上, 就是这种广义连续的映射的“图象”没有“洞”. 例如, 映射

H (x ) =

1, x > 0,

0, x < 0,

[0, 1 ], x = 0

就是广义连续的. 对普通的连续函数 (单值映射) 来说, 显然是广义连续的.

定理 3　设 T ∈D′, 则广义函数 T 作为集值映射在R 上是广义连续的.

证明　假设 T (x ) 在 x 0 ∈R 处不是广义连续的. 则必不满足定义中的条件 ( i) 或 ( ii).

若条件 ( i) 不成立, 则存在 Ε0 > 0, 对任意 ∆ > 0 都存在 x ∆ ∈R , ûx ∆ - x 0û < ∆, 但对任意

y ∈ T (x ) 及 y 0 ∈ T (x 0) , 都有 ûy - y 0û ≥ Ε0.

仿照文[7 ] 命题 4. 2 不难证明, T 作为集值映射是上半连续的取闭区间值的集值映射, 故

可设

T (x 0) = [a0, b0 ], T (x ) = [a , b ]

于是, 由上面的反证法假设可知[a0, b0 ] ∩ [a , b ] = Á , 这显然与 T (x ) 的上半连续性相矛盾.

若条件 ( ii) 不成立, 即存在 y 1, y 2 ∈ T (x 0) , 使[y 1, y 2 ] ⁄ T (x 0). 这显然与 T (x ) 为取闭区

间值的集值映射相矛盾. □

此定理说明广义函数是一种特殊的集值映射, 即广义连续的集值映射.

5　 一点说明

今知, 广义函数运算的基本思想是利用了所谓“对偶性”, 即将微分运算转移到基本函数空

间上去. 前面讨论的广义函数赋值和广义积分概念保留并继承了这个思想, 将广义函数的微分

与积分等运算转移到调和函数上去, 这是问题的本质所在.
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On the Valuation and In tegration of Genera l ized Function s
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Abstract

W e discu ss the p rob lem of va lua t ion assignm en t and in tegra t ion of genera lized funct ion s

by non standard ana lysis m ethod. T he genera lized con t inu ity of genera lized funct ion s is a lso

d iscu ssed.

Keywords　genera lized funct ion, harm on ic rep resen ta t ion, set2value, in tegra t ion of genera l2
ized funct ion, genera t ized con t inu ity of genera lized funct ion.
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