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一般正则泛函的W - 极小的正则性
Ξ

费　　宁
(大连理工大学应用数学系, 116024)

摘　要　本文讨论了一般的正则泛函:

F (u; 8 ) = ∫8
f (x , u , D u) d x

的局部W 2极小的C 1, Α正则性. 获得了处理W 2极小 u 的Hoβlder 连续的指数估计.
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1　预备知识

设 8 是 n 维欧氏空间 Rn 的开区域. u = (u
1, u

2, ⋯, u
N ) 是 8 →R

N 的可微映射. D u =

{D Αu
i}, i= 1, 2, ⋯,N ; Α= 1, 2, ⋯, n. f (x , u ,D u )满足以下条件:

(A 1)　存在常数 +≥Κ> 0, 使得对于任意 (x , u , p )∈8 ×RN ×RnN , 有

Κûp û 2- a≤f (x , u , p )≤+ûp û 2+ a , Π p∈RnN , 常数 a> 0.

(A 2) 　Π (x , u ) ∈8 ×RN , f (x , u , p ) 关于 p 是二次连续可微函数. 其导函数有界. 对于 Ν

= {Νi
Α}∈RN , ΧûΝû 2≤f p i

Αp j
Β
(x , u , p ) Νi

ΑΝj
Β; û f p p (x , u , p ) û≤L , 其中 Χ,L 是正常数.

(A 3)　对于 p∈RnN , 函数f (x , u , p )
1+ ûp û 2 在 8 ×RN 上关于 p 是一致连续的, 即: 存在一个连续

的有界单调增加的下凸函数 h ( t) , 使得:

û f (x , u , p ) - f (y , v , p ) û≤ (1+ ûp û 2) h (ûx - y û 2+ ûu - v û 2)

对于 (x , u )和 (y , v )∈8 ×RN 成立. h (0) = 0.

定义 1. 1　设 u∈H
1 (8 , RN ) , 若Π Υ∈H

1
0 (8 , R

N ) , 有 F (u; 8 ) ≤ (1+ W (R ) ) F (u+ Υ; 8 ) ,

称 u 是 F 的W 2极小.

定义 1. 2　称 F (u; 8 ) =∫8
f (x , u ,D u ) d x 是一般正则泛函, 是指 f (x , u , p ) 在 8 ×RN ×

RnN 上, 关于 x 可测, 对几乎所有的 x ∈ 8 , f (x , u , p ) 关于 (u , p ) 连续.

定义 1. 3　称一般正则泛函 F (u; 8 ) 是局部W 2极小正则的, 是指存在某个开集 8 0 < 8 ,

F (u; 8 0) 是W 2极小正则的, 而且测度 (8 - 8 0) = 0.

在文献[2 ], [ 4 ], [ 5 ] 中已经有的部分结论:
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定理 1. 1　设 u ∈H 1 (8 , RN ) 是方程组∫8
A

Α
i (D u ) õD ΑΥid x = 0, Π Υ∈H

1
0 (8 , RN ) 的解,

其中A
Α
i (D u ) 满足

ûA
Α
i (p ) û ≤M ûp û 和 ΚûΝû 2 ≤A

Α
p j

Βõ (p ) Νk
ΑΝj

Β ≤ +ûΝû 2, Π Ν∈ RnN ,

则 u ∈H
2, 2
0 (8 , RN ). 并且U = (U i

k ) = (D ku
i) , k = 1, 2, ⋯, n; i = 1, 2, ⋯,N 是方程组

∫8
∆k l õA

Α
ip j

Β (U ) õD ΒU
j
k õD ΑΥi

ld x = 0, Π Υ∈H
1
0 (8 , RnN ) ,

的解, 其中 ΚûΝû 2 ≤ ∆k l õA
Α
ip j

Βõ Νj l
ΑΝjk

Β , Π Ν∈ RnN , 当 k = l 时, ∆k l = 1; 当 k ≠ l 时, ∆k l = 0.

定理 1. 2　设 u 是方程组∫8
A

ΑΒ
ij (x , u ) õD Αu

iõD ΒΥj
d x = 0, Π Υ∈H

1
0 (8 , RN ) 的解,A

ΑΒ
ij (x ,

u ) ∈C (8 ×RN ) 满足 ΚûΝû 2 ≤A
ΑΒ
ij (x , u ) Νi

ΑΝj
Β ≤ +ûΝû 2, Π Ν∈RnN

, 若对每个常数M 0 > 0, 存在

仅依赖于M 0, n ,N , Κ, + 以及A
ΑΒ
ij 的 Ε0, R 0, 对于某个 x 0 ∈ 8 , R < m in (R 0, d ist (x 0, 58 ) ) , 如果

∫B R
(x 0)

ûuû 2d x ≤M
2
0 和∫B R

(x 0)
ûu - u x 0, R û 2d x ≤Ε2

0 成立, 则有Π Α∈ (0, 1) , u 在 x 0 的某个邻域内

是Hoβlder 连续的, 对于 0 < Θ≤R ≤R 1, 有

∫B Θ(x 0)
ûu - u x 0, Θû 2d x ≤C ( Θ

R
) n+ 2Α∫B R

(x 0)
ûu - u x 0, R û 2d x ,

其中 u x 0, R = ∫B R
(x 0)

ud x 表示 u 在B R (x 0) 上的平均值.

定理 1. 3　 记 F 0 (v ,B R ) = ∫B R
(x 0)

f (x 0, u x 0, R ,D v ) d x 在容许函数类 J = {v ∈ H 1 (B R ,

RN ) ûv = u 在 5B R 上成立} 中有W 2极小 v. 记w = u - v 则

∫B R
(x 0)

ûD w û 2d x ≤ 2
Χ [F 0 (u; B R ) - F 0 (v; B R ) ], 常数 Χ> 0.

定理 1. 4　设 u ∈H 1 (8 , RN ) 是正则泛函

F (u; 8 ) = ∫8
f (x , u ,D u ) d x , (x , u ,D u ) ∈ 8 × RN × RnN

的局部W 2极小, 在A 1 条件下, 存在常数Χ0 > 2, 当 r ∈ [2, Χ0 ], u ∈H
1, r
0 (8 , RN ) ,B R < < 8 时,

有

∫B R ö2 (x 0)
(1 + ûD uû 2) rö2

d x ≤C∫B R

(1 + ûD uû 2) d x ,

常数C 与R 无关.

2　 一般正则泛函的W 2极小的局部正则性

引理 2. 1　取 x 0 ∈ 8 ,B R =
△

B R (x 0) < < 8 , 函数 v ∈H 1 (B R , RN ) 在容许函数类J = {v ∈

H 1 (B R , RN ) ûv = u 在 5B R 上} 中的极小化泛函

F 0 (v; B R ) = ∫B R
(x 0)

f (x 0, u x 0, R ,D v ) d x (2. 1)

满足条件A 1,A 2, 则下面结论成立: 对于常数M 0, 存在 Ε0 (M 0) > 0, 如果
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∫B R
(x 0)

(1 + ûD uû 2) d x ≤M
2
0 和∫B R

(x 0)
ûD u - (D u ) x 0, R û 2d x ≤ Ε2

0, (2. 2)

那么, 对于 0< ∆< 1, 0< Θ≤R 有

∫B Θ(x 0)
ûD v - (D v ) x 0, Θû 2d x ≤C ( Θ

R
) n+ 2∆∫B R

(x 0)
ûD v - (D v ) x 0, R û 2d x , (2. 3)

并且存在 R 1< R , 使得D v∈L ∞ (B R 1
(x 0) ).

证明　设 v 满足 Eu lar 方程

∫B R
(x 0)

f p i
Α(x 0, u x 0, R ,D v )D ΑΥi

d x = 0, Π Υ∈H
1
0 (B R , RN ).

由定理 1. 1, v∈H
2, 2 (B R , RN ) , 并且

∫B R
(x 0)

∆k lf p
i
Αp j

Β (x 0, u x 0, R ,D v ) õD Β(D kv
i) õD ΑΥi

ld x = 0, Π Υi

i ∈H
1
0 (B R , RnN ).

由定理 1. 2, 对于每个常数 k 0> 0, 存在 Γ0> 0 (仅依赖于L 0, Χ, Γ,N , f p p的连续模) , 如果

∫B R
(x 0)

ûD v û 2d x ≤ k
2
0 和∫B R

(x 0)
ûD v - (D v ) x 0, R û 2d x ≤ Γ2

0, (2. 4)

则D v 在 x 0 点的某邻域内Hoβlder 连续, (2. 3)成立. 另外, 易证条件 (2. 2)蕴含着条件 (2. 4).

引理 2. 2　设 u 是正则泛函

F (u; 8 ) = ∫8
f (x , u ,D u ) d x , (x , u ,D u ) ∈ 8 × RN × RnN (2. 5)

的一个局部W 2极小. f 满足条件A 1, A 2, A 3. h ( t) ≤C t
Ρ, 0< Ρ< 1,W (R ) ≤CR

2Λ, 0< Λ< 1, 在

(2. 2)条件下, 对于 0< Σ<
1
2
有

5 (x 0, ΣR ) ≤m Σ2∆5 (x 0, R ) + M R
2∆1Σ- nH k (x 0, R ) , (2. 6)

其中m ,M , k 是常数; ∆, ∆1∈ (0, 1) ,

5 (x 0, R ) = ∫B R
(x 0)

ûD u - (D u ) x 0, R û 2d x ,

H (x 0, R ) = 1 + û (D u ) x 0, R û + 5
1
2 (x 0, R ) ,

(D u ) x 0, R = ∫B R
(x 0)

ûD uûd x.

　　证明　设 F 0 (v; B R ö2) = ∫B R ö2 (x 0)
f (x 0, u x 0, R ö2,D v ) d x 是 v 在函数类 J = {v ∈H 1 (B R , RN ) û

在B R ö2 外, u = v } 中的极小泛函. 由引理 2. 1, 对 0 < ∆< 1, 0 < Θ≤R ö2, 有

∫B Θ(x 0)
ûD v - (D v ) x 0, Θû

2d x ≤C ( Θ
R

) n+ 2∆∫B R ö2 (x 0)
ûD v - (D v ) x 0, R ö2û 2d x.

取R 1 < R ö2, 使得D v ∈L ∞ (B R 1
) , 令w = u - v , 则

∫B Θ(x 0)
ûD u - (D u ) x 0, Θû

2d x ≤ 2∫B Θ(x 0)
ûD v - (D v ) x 0, Θû

2d x + 2∫B Θ(x 0)
ûD w - (D w ) x 0, Θû

2d x

　≤C ( Θ
R

) n+ 2∆∫B R ö2 (x 0)
ûD u - (D u ) x 0, R ö2û 2d x + C∫B R ö2 (x 0)

ûD w û 2d x.

因之
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5 (x 0, Θ) ≤C ( Θ
R

) 2∆5 (x 0, R ö2) +
C

ûB Θû∫B R ö2 (x 0)
ûD w û 2d x. (2. 7)

另一方面, 由局部W 2极小定义: [ 1+ W (R
2

) ]·F (v; B R ö2) - F (u; B R ö2)≥0, 得

∫B R ö2 (x 0)
ûDw û 2

d x ≤ 2
r

{F 0 (u; B R ö2) - F 0 (v; B R ö2) + [1+ w (R
2

) ]·F (v; B R ö2) - F (u; B R ö2) }

≤C∫B R ö2 (x 0)
h (ûx - x 0û 2+ ûu - u x 0, R ö2û 2)· (1+ ûD uû 2) d x

　+ C∫B R ö2 (x 0)
h (ûx - x 0û 2+ ûv - v x 0, R ö2û 2)· (1+ ûD v û 2) d x

　+ CR
2Λ∫B R ö2 (x 0)

(1+ ûD uû 2) d x =
△

I 1+ I 2+ I 3.

由定理 1. 4, Hoβlder 不等式, h ( t)≤C t
Ρ,

r
r- 2

>
1
Ρ ,

　I 1≤C∫B R
(x 0)

(1+ ûD uû 2) d x ·[∫B R ö2 (x 0)
h

r
r- 2 (ûx - x 0û 2+ ûu - u x 0, R ö2û 2) d x ]

1-
2
r ,

　I 2≤C∫B R
(x 0)

(1+ ûD uû 2) d x ·[∫B R ö2 (x 0)
h

r
r- 2 (ûx - x 0û 2+ ûv - u x 0, R ö2û 2) d x ]

1- 2
r.

由 h ( t)的单调增加性, 有界性, 得

　∫B R ö2 (x 0)
ûDw û 2

d x ≤C [R
n+ 2 (1- 2

r
)

+ R
n+ 2Λ ]·[∫B R

(x 0)
(1+ ûD uû 2) d x ]

2- 2
r

≤CR
n+ 2∆1 [1+∫B R

(x 0)
ûD u - (D u ) x 0, R û 2

d x + û (D u ) x 0, R û 2 ]
2- 2

r

≤CR
n+ 2∆1H

4 (1- 1
r

)
(x 0, R ) , (∆1= m in (1-

2
r

, Λ) ).

回到 (2. 7)式, 取 k= 4 (1-
1
r

) , 得

　5 (x 0, Θ)≤C ( Θ
R

) 2∆ 1
R n∫B R ö2 (x 0)

ûD u - (D u ) x 0, R ö2û 2
d x + CR

2∆1 ( Θ
R

) - n
H

Ρ (x 0, R )

≤C ( Θ
R

) 2∆5 (x 0, R ) + CR
2∆1 ( Θ

R
) - n

H
Ρ (x 0, R ).

取适当的m ,M , 得结论 (2. 6)式.

定理 2. 3　设 u∈H
1 (8 , RN ) 是 (2. 5) 的一个局部W 2极小, 满足条件A 1- A 3; h ( t) ≤C t

Ρ,

W (R ) ≤CR
2Λ, Ρ, Λ∈ (0, 1) , 则存在开集 8 0< 8 , 使得 u 在 8 0 上有局部 Hoβlder 连续的一阶导

数, 8 - 8 0< 2 1∪2 2, û8 - 8 0û= 0, 其中

2 1 = {x 0 ∈ 8 û sup
Θ> 0

û (D u ) x 0, Θû = + ∞},

2 2 = {x 0 ∈ 8 û lim
Θ→0+

Θ- n∫B Θ(x 0)
ûD u - (D u ) x 0, Θû 2d x > 0}.

　　证明　设 x 0∈8 ,B R < 8 , 假定 u 在B R ö2 (x 0)上满足 (2. 2) , 由引理 2. 1, 引理 2. 2, 得: 当 0<

Σ<
1
2
时, (2. 6)成立. 其中, Π Ε> 0 满足 0< Ε< ∆; 取定 Α1 满足 ∆-

Ε
2

< Α1< ∆,m Σ
2∆- 2Α1≤1.

假定对某个 H 2 和 R < R 0 (H 2) ≤1, 有 H (x 0, R ) ≤ 1
2 H 2; 5 (x 0, R ) ≤Ε2

1≤
1
2 Ε2

0 成立, Ε1, R 0
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待定, Ε0 由 (2. 2)确定, 那么 (2. 6) 变为: 5 (x 0, ΣR ) ≤Σ
2Α15 (x 0, R ) + M 1H

k
2R

2∆2 , 其中,M 1= M Σ- n ,

∆2= m in (∆- Ε, ∆1).

对任意正整数 p , 有H (x 0, Σp
R )≤H (x 0, R ) + Σ- n∑

p

j = 0
5

1
2 (x 0, Σj

R ) , 由归纳法可证:

　5 (x 0, Σp
R )≤Σ

2Α1p
5 (x 0, R ) + M 1Σ- n (Σk- 1

R ) 2∆2·H
k
2 ∑

p

j= 1
Σ

2 (Α1- ∆2) (p - j )

其中 Ε1, R 0 满足
2Σ- nΕ2

1

1- Σ∆2
≤ 1

2 H 1, M 1Σ- 2n
H

k
1

R
2∆2
0

Σ2∆2- Σ2Α1
≤Ε2

1. 对所有正整数 p , 5 (x 0, Σp + 1
R ) ≤

2Ε2
1Σ

2∆2 (p + 1)
成立.

对于 Θ∈ (0, R ], 存在某个正整数 p 使 Σp
R < Θ≤Σp - 1

R ,

　5 (x 0, p )≤ C
(ΣkR ) n∫B Θ(x 0)

ûD u - (D u ) x 0, Σp - 1R û 2
d x ≤

C
Σn 5 (x 0, Σp - 1

R )≤C
Σn Σ

2 (p - 1) ∆2 ,

因为 Σp - 1<
Θ
R

, 记A =
C

Σn+ 2∆2
, 得到 5 (x 0, Θ) ≤A ( Θ

R
) 2∆2 , (0< Θ≤R ). 根据文献[ 2 ]的结果, 这时

D u∈C
0, ∆2 (B R (x 0) ).

总之, 对于 x 0∈8 , B R (x 0) < < 8 , 若 u 在B R (x 0) 上满足 (2. 2) ; Π R 1∈ (0, R ) , ϖ R 2∈ (0,

R 1) , 使得 u 在B R 2
(x 0) 上满足 (2. 2) , D u 在 x 0 点的某个开邻域内是Hoβlder 连续的. 即存在 8 0

< 8 , u 在 8 0 上是一阶导数的Hoβlder 连续, 并且 8 ø8 0< 2 1∪2 2.

由于D u 的每个L ebesgue 点均不属于 2 1∪2 2, 而D u 在 8 中几乎处处有L ebesgue 点, 故

测度û8 - 8 0û= 0.

3　D u 在 8 0 中的Hoβlder 连续指数估计

定理 3. 1　在定理 2. 3 的条件下,D u∈C
0, Α(8 ) , Α= m in (Ρ, Λ).

证明　设 x 0∈8 ,B R = B R (x 0) < 8 ; u 在B R 上满足条件 (2. 2) , 由定理 2. 3 的结果, 假定D u

在BϖR 上Hoβlder 连续,D u∈L ∞ (B R ).

设 v 在 J = {v∈H
1 (B R , RN ) û在 5B R 上, u= v }中极小化泛函是

F 1 (v; B R ) = ∫B R

A
ΑΒ
ij D Αv

iD Βv jd x ,

其中A
ΑΒ
ij = f p i

Αp j
Β
(x 0, u x 0, R , (D u ) x 0, R ) , 则 v 满足 Eu ler 方程

∫B R

A
ΑΒ
ij D Βv jD ΑΥi

d x = 0, 　Π Υ∈H
1
0 (B R , RN ).

　　由常系数线性椭圆型方程组正则理论知: v∈C
1, Η(BϖR

)
, 0< Η≤∆2, 并且‖D v‖L ∞ (B R

)≤C‖D u

‖L ∞ (B R
)以及对 Θ∈ (0, R ], 有∫B Θ

ûD v - (D v ) x 0, Θû 2d x ≤C ( Θ
R

) n+ 2∫B R

ûD v - (D v ) x 0, R û 2d x .

　　令w = u - v , 由定理 1. 3 和 u 的W 2极小性, 得

∫B Θ
ûD u - (D u ) x 0, Θû 2d x ≤C ( Θ

R
) n+ 2∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2d x + C∫B R

ûD w û 2d x , (3. 1)

其中
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∫B R

ûD w û 2d x ≤C {F 1 (u jB R ) - F 1 (v jB R ) + 2F (v jB R ) - 2F (u jB R ) } + CW (R ) F (v jB R )

取 Ν= (D u ) x 0, R , 得

　f (x , u ,D u ) = f (x , u , Ν) + f p
i
Α(x , u , Ν) (D Αu

i- Νi
Α)

　+
1
2 f p

i
Αp

j
Β[x , u , Ν+ t1 (D u - Ν) ]· (D Αu

i- Νi
Α)· (D Βu

j - Νj
Β) ,

　f (x , v ,D v ) = f (x , v , Ν) + f p
i
Α(x , u , Ν) (D Αv

i- Νi
Α)

　+
1
2 f p

i
Αp

j
Β[x , u , Ν+ t1 (D v - Ν) ]· (D Αv

i- Νi
Α)· (D Βv

j - Νj
Β).

中值 t1, t2∈ (0, 1) , 从而

∫B R

ûD w û 2d x ≤C ( I 1 + I 2 + I 3 + I 4) + CR n+ 2Λ.

对于

　I 1 =∫B R

{[A
ΑΒ
ij D Αu

i
D Βu

j - A
ΑΒ
ij D Αu

i (D Βu
j - Νj

Β) ]

　+ [A
ΑΒ
ij D Αu

i (D Βu
j - Νj

Β) - A
ΑΒ
ij (D Αu

i- Νi
Α) (D Βu

j - Νj
Β) ]

　+ [∫p
i
Αp

j
Β

(x 0, u x 0, R , Ν) - ∫p
i
Αp

j
Β

(x , u , Ν+ t1 (D u - Ν) ]

　· (D Αu
i- Νi

Α) (D Βu
j - Νj

Β) }d x = É + Ê + Ë .

类同文献[2 ], p 195, 由条件A 2, 存在一个非负有界连续函数 Z ( t, s)满足:

1. 　Z ( t, s)对固定其中一个变量, 另一个变量是单调增加的;

2. 　对固定 t, Z ( t, s)关于 s 下凸;

3. 　Z ( t, 0) = 0;

4. 　对每个 (x , u , p )∈8ϖ×R
N ×R

nN
, 若ûuû+ ûp û≤M ,

则

û f p
i
Αp

j
Β (x , u , p ) - f p

i
Αp

j
Β (y , v , q) û ≤ Z (M , ûx - y û 2 + ûu - v û 2 + (p - q) 2,

因之,

É + Ê = ∫B R

A
ΑΒ
ij D Αu

iΝj
Βd x + ∫B R

A
ΑΒ
ij Νi

Α(D Βu j - Νj
Β) d x ,

Ë ≤ Z (M , CR
2∆2)∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2d x.

对于

　　I 2 = - ∫B R

[A
ΑΒ
ij D Αv

i
D Βv

j - A
ΑΒ
ij D Αv

i (D Βv
j - Νj

Β) ]d x

　- ∫B R

[A
ΑΒ
ij D Αv

i (D Βv
j - Νj

Β) - A
ΑΒ
ij (D Αv

i- Νj
Α) (D Βv

j - Νj
Β) ]d x

　- ∫B R

[A
ΑΒ
ij - f p

i
Αp

j
Β (x , v , Ν+ t2 (D v - Ν) ] (D Αv

i- Νj
Α) (D Βv

j - Νj
Β) d x

≤- ∫B R

A
ΑΒ
ij D Αv

iΝj
Βd x - ∫B R

A
ΑΒ
ij Νi

Α(D Βv
j - Νj

Β) d x + k

其中,
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　k =∫B R

û f p
i
Αp

j
Β (x 0, u x 0, R , Ν) - f p

i
Αp

j
B

(x , v , Ν+ t2 (D v - Ν) û·ûD v - (D v ) x 0, R û 2
d x ,

因 u∈C
1, ∆1 (BϖR ) , v∈C

1, ∆2 (BϖR ) , 取 y 0= 5B R , 可知

ûu - v û 2= ûu (x ) - u (y 0) + v (y 0) - v (x ) û≤2ûu (x ) - u (y 0) û 2+ 2ûv (x ) - v (y 0) û 2≤16R
2∆2 ,

ûD u - (D u ) x 0, R û 2≤R
2∆2 , ûu - u x 0, R û 2≤R

2∆2 , ûD u - D v û 2≤16R
2∆2.

于是

k ≤C Z (M , CR
2∆2)∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2d x + C 0Z (M , C
2∆2)∫B R

ûD w û 2d x.

综合上述, 有

I 1 + I 2 ≤C Z (M , CR
2∆2)∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2d x + C 0Z (M , CR
2∆2)∫B R

ûD w û 2d x.

　　另一方面, 由条件A 2,A 3 和文献[5 ]的方法知:

û f p (x , u , p ) - f p (y , v , p ) û ≤C [ ûx - y û 2 + ûu - v û 2 ]
Ρö2 õ (1 + ûp û ).

因之,

　　I 3 = 2∫B R

[ f p
i
Α

(x , v , Ν) (D Αv
i- Νi

Α) - f p
i
Α
(x , v , Ν) (D Αu

i- Νi
Α) ]d x

　+ 2∫B R

[ f p
i
Α (x , v , Ν) - f p

i
Α(x , u , Ν) ]· (D Αu

i- Νi
Α) d x

≤C∫B R

(ûx - x 0û 2+ ûv - v x 0, R û 2)
Ρ
2 ûDw ûd x + R

2∫B R

(ûD u - (D u ) x 0, R û 2
d x

　+ CR
n- nΡ- Ε

[∫B R

ûu - v û 2
d x ]

Ρ (由 Po incare 不等式和ûD u - D v û≤CR
∆2知)

≤C∫B R

(ûx - x 0û 2+ ûv - v x 0, R û 2)
Ρ
2 ûDw ûd x + R

2∆2Ρ∫B R

(ûD u - (D u ) x 0, R û 2
d x

　+ CR
n+ 2Ρ

.

　　I 4 = C∫B R

h (ûu - v û 2)· (1+ û (D u ) x 0, R û 2) d x ≤C∫B R

ûu - v û 2Ρ
d x 　 (ûu - v û≤CR )

≤CR
n+ 2Ρ

总之, 取R 充分小, 使得CZ (M , CR
2Ρ2)≤ 1

4
, 记 Α= m in (Ρ, Λ) , 得到:

∫B R

ûDw û 2
d x ≤CZ (M , CR

2∆2)∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2
d x + CH (M , CR

2∆2)∫B R

ûDw û 2
d x

　+ C∫B R

(ûx - x 0û 2+ ûv - v x 0, R û 2)
Ρ
2 ûDw ûd x + CR

2∆2Ρ∫B R

(ûD u - (D u ) x 0, R û 2
d x

　+ CR
n+ 2Ρ

+ CR
n+ 2Λ≤C [Z (M , CR

2Ρ2) + R
2∆2Ρ

]∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2
d x

　+
1
4∫B R

ûDw û 2
d x + C∫B R

(ûx - x 0û 2+ ûv - v x 0, R û 2) Ρ
d x + CR

n+ 2Α.

由于∫B R

ûv - v x 0, R û 2Ρ
d x ≤CR 2Ρ∫B R

ûD v û 2Ρd x ≤CR n+ 2Α, 因此

∫B R
ûDw û 2

d x ≤M (x 0, R )∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2
d x + CR

n+ 2Α,
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其中M (x 0, R ) =
△

CR
2∆2Ρ+ CH (M , CR

2∆2)→0 (当 R →0 时).

回到 (3. 1)式, 得

　∫B Θ
ûD u - (D u ) x 0, Θû 2

d x ≤C [ ( Θ
R

) n+ 2
+ M (x 0, R ) ]∫B R

ûD u - (D u ) x 0, R û 2
d x + CR

n+ 2Α.

根据文献[4 ]的结论, Ε0= Ε0 (c, Α) , 当取 R 使得M (x 0, R ) < Ε0 时,

∫B Θ(x 0)
ûD u - (D u ) x 0, R û 2d x ≤C Θn+ 2Α

.

类同于定理 2. 3 的证法, 可得D u∈C
0, Α(8 0).
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On the C
1, Α-Regular ity of the W -M in ima of

the Regular Function

F ei N ing
(D ep t. of A pp l. , D alian U niversity of T echno logy, D alian 116024)

Abstract

T h is paper d iscu sses the C
1, Α2regu larity of the loca l W 2m in im a of the regu lar funct ion:

F (u , 8 ) =∫8
f (x , u ,D u ) d x , and ob ta in s the exponen t est im ate of the Αon the Hoβlder con t i2

nu ity of the loca lW 2m in im a u.

Keywords　W 2m in im a, regu larity, regu lar funct ion.
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