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一类非线性积分方程正解的存在唯一性
Ξ
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(曲阜师范大学数学系, 山东 273165)

摘　要　本文研究积分方程 u (x ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , u (y ) ) dy , Κ> 0 及其它的非线性

摄动 u (x ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , u (y ) ) dy + G (u (x ) ) , 在 k (x , y )非负可测, f (x , u) , G (u)满足一

定条件下, 得到所述方程解的存在唯一性及其迭代逼近.
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1　引　言

关于H amm erstein 型积分方程已有很多结果[ 1- 4 ] , E rbe, Guo 与L iu 在[4 ]中研究了方程

u (x ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , u (y ) ) d y , Κ> 0 (1. 1)

以及它的非线性摄动

u (x ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , u (y ) ) d y + G (u (x ) ) , (1. 2)

其中 f (x , u ) 是多项式的倒数. 作为文 [5 ] 的继续, 本文对 (1. 1) , (1. 2) 做进一步探讨. 这里

f (x , u ) 不必是多项式的倒数且不必连续, 积分域 8 只要求有正测度, 去掉了关于G 的压缩性

条件. 得到所述方程有唯一解, 此解可用迭代列逼近. 作为推论得到[4 ] 中结果的改进.

设R + = [0, + ∞) , 8 < R N ;M + (8 ) ,L + (8 ) 分别表示 8 上非负可测函数全体与非负可

积函数全体. 8 上几乎处处相等的函数视为同一函数, 用‖õ ‖N , ‖õ ‖C 分别表示R N 中的范

数与C (8 ) 中的范数.

设 f (x , u ) : 8 × R + → R + . 如果由 F (u ) = f (x , u (x ) ) 定义的叠加算子 F 映M + (8 ) 入

M + (8 ) , 则称函数 f (x , u ) 是叠加可测的. 显然, 若 f 满足Caratheodo ry 条件 (即 ( i) 对几乎所

有的 x ∈ 8 , f (x , u ) 是 u 的连续函数; ( ii) 对每个 u ∈ R + , f (x , u ) 是 x (在 8 上) 的可测函

数) , 则 f 是叠加可测的[ 6 ]. 关于叠加可测函数性质的讨论见[7 ] .

为了叙述方便, 作如下假定:

(H 1)　8 是L ebesgue 可测集, 0< m 8 ≤+ ∞;

(H ′
1)　8 < R

N 是有界闭域;
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(H 2)　f (x , u )是叠加可测的, 对每个 x ∈8 , f (x , u )关于 u 是减的. 对任何 0< h< ∞, 0< t

< 1, 存在 Γ= Γ( t, h ) > 0 使对任何 (x , y )∈8 ×[0, h ]成立 f (x , ty )≤[ (1+ Γ) t ]- 1
f (x , y ) ;

　　 (H 3)　存在 Α0> 0 使 0< inf
x∈8

f (x , Α0) , sup
x∈8

f (x , 0) < + ∞;

(H ′
3)　存在 Α0> 0, Ε0> 0, 使对任何 x ∈8 成立 f (x , Α0)≥Ε0f (x , 0) , 且 f (x , 0)有界.

　　 (H 4)　k (x , y )是 8 ×8 上的非负可测函数,∫8
k (x , y ) d y 是有界的且 inf

x∈8∫8
k (x , y ) d y > 0;

(H ′
4)　∫8

k (x 0, y ) d y > 0, lim
x→x 0∫8

ûk (x , y ) - k (x 0, y ) ûd y = 0, Π x 0 ∈ 8 ;

(H ″
4)　0 ¢ ∫8

k (x , y ) d y ≥ 0, lim
x→x 0

ûk (x , y ) - k (x 0, y ) ûd y = 0, Π x 0 ∈ 8 ;

(H 5)　G: R + →R + 是非增的, 且对任何 u > 0, 0 < t < 1 成立G ( tu ) ≤ t- 1Gu.

2　 正解的存在唯一性

定理 2. 1　设 (H 1) - (H 5) 满足, 则方程 (1. 2) 在L + (8 ) 中有唯一解 uΚ(x ) , 它满足

0 ≤ uΚ(x ) ≤ sup
x∈8

{Κ∫8
k (x , y ) f (y , 0) d y + G (0) }, x ∈ 8. (2. 1)

以任何 Υ0∈L
+ (8 )为初始函数作迭代序列

Υn+ 1 (x ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , Υn (y ) ) d y + G (Υn (x ) ) , n = 1, 2, ⋯, (2. 2)

则{Υn (x ) }在 8 上收敛于 u
Κ(x ).

证明　令M Κ= sup
x∈8

{Κ∫8
k (x , y ) f (y , 0) dy + G (0) },

B (Υ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , Υ(y ) ) d y , G (Υ) = G (Υ(x ) ) , Π Υ∈M + (8 ) ,

A (Υ) = B (Υ) + G (Υ) , Π Υ∈M + (8 ) ,

u 0 (x ) ≡ 0, un (x ) = A (un- 1 (x ) ) , n = 1, 2, ⋯, (2. 3)

则显然成立

A Υ1 ≤A Υ2, Π Υ1 ≥ Υ2, Υ1, Υ2 ∈M + (8 ) , (2. 4)

A ( tΥ) ≤ t- 1A Υ, Π Υ∈M + (8 ) , 0 < t < 1. (2. 5)

由 (H 3) , (H 4)知对任何 Κ> 0,M Κ有限且 u 1 (x ) ≤M Κ, x ∈8. 由 (2. 3) , (2. 4) 知存在 u (x ) , v (x )

∈L
+ (8 )使

lim
n→∞

u 2n = u , lim
n→∞

u 2n+ 1 = v , (2. 6)

u 0 ≤ u 2 ≤⋯≤ u 2n ≤ u ≤ v ≤ u 2n+ 1 ≤⋯≤ u 3 ≤ u 1 ≤M Κ, (2. 7)

M Κ≥ v ≥A u ≥A v ≥ u ≥ u 0. (2. 8)

记 l= inf
x∈8

f (x , Α0) ,L = sup
x∈8

f (x , 0) , Ε1= m in{1, lL
- 1,

Α0

M Κ
lL

- 1, G (M Κ) öG (0) }, 则由 (H 2) , (H 3)知

f (x ,M Κ) ≥ Ε1f (x , 0) , G (M Κ) ≥ Ε1G (0) , (2. 9)

B (M Κ) ≥ Ε1Κ∫8
k (x , y ) f (y , 0) d y ≥ ΚΕ2 > 0, (2. 10)

其中 Ε2= Ε1 l inf
x∈8∫8

k (x , y ) dy. 结合 (2. 3) , (2. 4) , (2. 7)与 (2. 9)得
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u 2 ≥A (M Κ) ≥ Ε1A (0) ≥ Ε1u , u 3 ≤ Ε- 1
1 u 2 ≤ Ε- 1

1 v. (2. 11)

　　令

rn = sup {Α> 0ûΑu ≤ u 2n , Αu 2n+ 1 ≤ v }, n = 1, 2, ⋯. (2. 12)

由 (2. 7) , (2. 11)知{rn}是首项不小于 Ε1 每项不超过 1 的单调增加数列, 下面证明lim
n→∞

rn= 1.

若不然, 存在 r< 1, 使 rn≤r (n= 1, 2, ⋯). 由 (H 2) 知存在 Γ1= Γ( r,M ) > 0, Γ2= Γ( r, r
- 1

M )

> 0 使

B (ru ) ≤ [ r (1 + Γ1) ]- 1B u ,B (r- 1v ) ≥ r (1 + Γ2)B v. (2. 13)

取实数 Β1 使

(1 + Γ1) - 1ΚΕ2 + G (0)
ΚΕ2 + G (0) ≤ Β1 < 1, (2. 14)

这结合 (2. 7) , (2. 10)式得[Β1- (1+ Γ1) - 1 ]B u≥ (1- Β1)Gu , 从而得知

(1 + Γ1) - 1B u + Gu ≤ Β1A u. (2. 15)

由 (2. 3) - (2. 5) , (2. 8) , (2. 12) - (2. 15)得到

u 2n+ 3 ≤
r

rn+ 1
[B (ru ) + G (ru ) ] ≤

Β1

rn+ 1
A u ≤

Β1

rn
v. (2. 16)

取实数 Β2 使

(1 + Γ2) - 1 < Β2 ≤
ΚΕ2 + (1 + Γ2) - 1G (0)

ΚΕ2 + G (0) . (2. 17)

这结合 (2. 8) , (2. 10) , (2. 13)与B 的减性得

(1 - Β2)B v ≥ [Β2 - (1 + Γ2) - 1 ]G (0) ≥ [Β2 - (1 + Γ2) - 1 ]Gv ,

A (r- 1v ) ≥ r (1 + Γ2) [B v + (1 + Γ2) - 1Gv ] ≥ rΒ2 (1 + Γ2)A v. (2. 18)

用 (2. 3) - (2. 5) , (2. 8)与 (2. 12) , (2. 18)得

u 2n+ 2 ≥
rn

r
A (r- 1v ) ≥ rnΒ2 (1 + Γ2) u. (2. 19)

记 dθ= m in{Β2 (1+ Γ2) , Β- 1
1 }, 则由 (2. 12) , (2. 16) 与 (2. 19) 式知 rn+ 1≥r1dθn , 又由 (2. 14) 与 (2.

17)知 dθ> 1. 这矛盾于 rn≤1, 于是lim
n→∞

rn= 1.

由 (2. 3) - (2. 5) 与 (2. 7) , (2. 12) 式知 u≥A u 2n+ 1≥A ( r
- 1
n v ) ≥rnA v , v≤A u 2n≤A ( rnu ) ≤

r
- 1
n A u , 注意到lim

n→∞
rn= 1, 结合 (2. 8)式得

u = A v , v = A u. (2. 20)

　　取 t0= sup { t> 0û u≥ tv }. 由 (2. 7) , (2. 10) 知 t0≥Ε1. 假若 t0< 1, 由 (H 2) 知存在 Γ3= Γ( t0,

t
- 1
0 M ) > 0 使

B ( t0v ) ≤ [ t0 (1 + Γ3) ]- 1B v. (2. 21)

取实数 Β3 使
(1+ Γ3) - 1ΚΕ2+ G (0)

ΚΕ2+ G (0) ≤Β3< 1, 结合 (2. 7) , (2. 10) 式得 [ Β3 - (1+ Γ3) - 1 ]B v≥ (1-

Β3)Gv. 这结合 (2. 20) , (2. 21)式得 v≤A ( t0v ) ≤[ t0 (1+ Γ3) ]- 1
B v + t

- 1
0 Gv≤

Β3

t0
u , 这与 t0 是上确

界矛盾, 于是 t0≥1. 这与 (2. 8)式知 u= v = A u= A v. 记 u= v = u
Κ, 显然 u

Κ是 (1. 2)的解且满足

u 0 ≤ uΚ≤M Κ. (2. 22)
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以任何 Υ0∈L
+ (8 )为初始函数作迭代序列

Υn+ 1 = A Υn , n = 0, 1, 2, ⋯, (2. 23)

则 u 2n- 2≤Υ2n≤u 2n- 1, u 2n≤Υ2n+ 1≤u 2n- 1 (n= 1, 2, ⋯). 结合 (2. 6)式得

lim
n→∞

Υn = uΚ. (2. 24)

显然 u
Κ是 (1. 2)的唯一解. 再由 (2. 22) - (2. 24)式知本定理的结论成立.

注 1　本定理中, 8 仅是正测度集, 不假定 k (x , y ) , f (x , y ) , G (u )任何连续性, 得到其正解

存在唯一, 并可用迭代列逼近.

定理 2. 2　设 (H ′
1) , (H 2) , (H 3) , (H ′

4) , (H 5) 满足且G 是连续函数. 则 (1. 2) 在L
+ (8 ) 中有

唯一解 u
Κ(x ) , u

Κ(x )连续且满足 (2. 1)式. 以任何连续函数 Υ0 为初始元作迭代列 (2. 2)式, 则有

lim
n→∞

‖Υn - uΚ‖c = 0. (2. 25)

　　证明　当 (H ′
4)满足时 (H 4)必满足, 由此得知定理 2. 1 的结论与证明都成立.

对 x 0∈8 , 取定的非负整数m , 有

　ûum + 1 (x ) - um + 1 (x 0) û≤∫8
ûk (x , y ) - k (x 0, y ) û f (y , um (y ) ) dy + ûG (um (x ) ) - G (um (x 0) ) û.

用此式和 (H ′
4) , 由G 的连续性与 um (x ) 的连续性可推得 um + 1 (x ) 的连续性. 由此可归纳地得到

{u n (x ) }是 8 上的连续函数列.

取 5
6

> Ε> 0, 由定理 2. 1 的证明知对 (2. 12)中的{rn}存在N , 当 n≥N 时有 1-
2Ε
5

< rn≤1.

于是存在{Αn}使

Αnu ≤ u 2n , Αnu 2n+ 1 ≤ u , 1 -
2Ε
5

< Αn ≤ rn ≤ 1, n ≥N . (2. 26)

从而对任何自然数 p (n≥N ) , 用 (2. 7) 与 (2. 26) 式有 0≤u 2 (n+ p ) - u 2n≤ ( 1
Αn+ p

- Αn) u≤Εu1. 于是

得知{u 2n (x ) }在 8 上一致收敛于 u (x ). 用{u 2n (x ) }每项的连续性便知 u
Κ(x )的连续性. 从而 (2.

25)式成立.

注 2　定理 2. 2 的意义在于不假定 f (x , u )的连续性, 但得到的唯一解却是连续的.

3　固有函数与有关推论

定理 3. 1　设 (H 1) , (H 2) , (H ′
3) , (H ″

4)满足, 则有

(É )　对 Κ> 0, 方程 (1. 1)在L
+ (8 )中有唯一解 ΥΚ(x ) , 它满足

0 ≤ ΥΚ(x ) ≤ Κ(sup
x∈8∫8

k (x , y ) f (y , 0) d y ) , x ∈ 8 ; (3. 1)

　　 (Ê )　以任何 Υ0∈L
+ (8 )为初始作迭代序列 ΥΚ

0 = Υ0, ΥΚ
n+ 1 = Κ∫8

k (x , y ) f (y , ΥΚ
n (y ) ) d y , n

= 1, 2, ⋯必成立 ΥΚ
n→ΥΚ(n→∞) ;

(Ë )　对任何 Κ2> Κ1> 0, 存在实数 Ξ= Ξ(Κ1, Κ2) > 1 使 Υ
Κ2 (x )≥ΞΥ

Κ1 (x ) , Π x ∈8 ;

　　 (Ì )　lim
Κ→Κ0

[ sup
x∈8

ûΥΚ(x ) - Υ
Κ0 (x ) û ]= 0, Π Κ0> 0;

(Í )　 lim
Κ→0+

[ sup
x∈8

ûΥΚ(x ) ) ]= 0;
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(Î )　如果 (H 2)中的 Γ满足lim
t→0

Γ( t, h ) = + ∞, 则 lim
Κ→+ ∞

[ sup
x∈8

ΥΚ(x ) ]= + ∞.

　　证明　令

A Υ=∫8
k (x , y ) f (y , Υ(y ) ) d y , Π Υ∈M + (8 ) , (3. 2)

u 0 (x )≡ 0, un (x ) = A un- 1 (x ) , n = 1, 2, ⋯, (3. 3)

则显然成立

A Υ1 ≥A Υ2, Π Υ1 ≤ Υ2, Υ1, Υ2 ∈M + (8 ). (3. 4)

　　对任意 Υ(x )∈L
+ (8 ) , Υ(x )≤M , 0< t< 1, 由条件 (H 2)知存在 Γ= Γ( t,M ) > 0 使

A ( tΥ) ≤ [ (1 + Γ) t ]- 1A Υ,A ( t- 1Υ) ≥ t[1 + Γ( t, t- 1M ) ]A Υ. (3. 5)

类似于定理 2. 1 的证明则得到 Κ= 1 时结论 (É ) , (Ê ). 对给定的 Κ> 0, 令 f
Κ(x , u ) = Κf (x , u ).

对 f
Κ(x , u )用已得的结果得到结论 (É ) , (Ê ).

对任意 Κ2> Κ1> 0, 令 u
Κi
0 (x )≡0, u

Κi
n+ 1= ΚiA u

Κi
n , i= 1, 2, n= 0, 1, 2, ⋯, 则利用 (3. 4) , (3. 5)式

可以归纳地得到 u
Κ2
2n- 1≤

Κ2

Κ1
u

Κ1
2n- 1, u

Κ2
2n≥u

Κ1
2n , n= 1, 2, ⋯. 根据 (Ê ) 知 u

Κi
2n→Υ

Κi, u
Κi
2n- 1→Υ

Κi ( i= 1, 2).

于是有

ΥΚ1 ≤ ΥΚ2 ≤
Κ2

Κ1
ΥΚ1. (3. 6)

利用 (3. 4)与 (3. 5)式得 ΥΚ2≥Κ2A (
Κ2

Κ1
ΥΚ1)≥Κ1 [1+ Γ(

Κ1

Κ2
,

Κ2

Κ1
M ) ]A ΥΚ1= [1+ Γ(

Κ1

Κ2
,

Κ2

Κ1
M ) ]ΥΚ1.

于是结论 (Ë )成立. 由 (3. 6)知

0 ≤ ΥΚ - ΥΚ0 ≤
Κ- Κ0

Κ0
ΥΚ0 , Κ> Κ0 > 0 时, (3. 7)

0 ≤ ΥΚ0 - ΥΚ≤
Κ0 - Κ

Κ ΥΚ, Κ0 > Κ> 0 时. (3. 8)

由 (3. 7) , (3. 8) 式结合 (É ) 得到 (Ì ). 由 (3. 1) 知 (Í ) 成立. 由 (3. 5) 知当 Κ> 1 时 Κ- 1ΥΚ≤Υ1, 用
(3. 4)与 (3. 5)式得 Υ′= A Υ′≤A (Κ- 1ΥΚ)≤[1+ Γ(Κ- 1,M ) ]ΥΚ, 取 Κ→+ ∞得 (Î ).

研究下述积分方程

Υ(x ) = Κ∫8
k (x , y ) [a0 (y ) + ∑

p

i= 1
a i (y ) (Υ(y ) ) Αi ]- 1d y , Κ> 0, (3. 9)

Υ(x ) = Κ∫8
k (x , y ) [a0 (y ) + ∑

p

i= 1
a i (y ) (Υ(y ) ) Αi ]- 1d y + G (Υ(x ) ) , (3. 10)

其中 k (x , y ) , a i (x )非负可测, 0< Αi≤1 ( i= 0, 1, ⋯, p ). 利用已得到的结果, 有以下各推论.

推论 1　设 (H ′
1) , (H ′

4) , (H 5) 满足, 且 inf
x∈8

a0 (x ) > 0, ∑
m

i= 0
a i (x ) 有界, G (u ) 连续. 则方程 (3.

10)在L
+ (8 )中有唯一解 u

Κ(x ) , u
Κ(x ) 连续且满足 (2. 1) 式. 以任何 Υ0∈L

+ (8 ) 为初始作迭代

序列 (2. 2) , 则 (2. 25)式成立.

证明　记 f (x , u ) = [a0 (x ) + ∑
p

i= 1
a i (x ) u

Αi ]- 1, Γ( t, h ) =
t- 1- 1

1+ (1+ h )R
, 则

f (x , u )
f (x , tu ) ≥t (1+

( t- 1- 1) a0 (x )

a0 (x ) + (h+ 1)∑
p

i= 1
a i (x )

)≥t (1+ Γ( t, h ) ) ,
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用定理 2. 1 得到此推论.

注 3　此推论把[4 ]中关于G 的压缩性条件 (3. 2) (那是较强的条件) 减弱为连续; 去掉了

a i (x ) ( i= 1, 2, ⋯, p )的连续性要求; 得到的唯一解可以迭代求出.

推论 2　设 (H 1) , (H ″
4)满足, inf

x∈8
a0 (x ) > 0, ∑

n

i= 1
a i (x ) ≤R a0 (x ) , 则

(É )　对任意 Κ> 0, 方程 (3. 9) 有唯一非负可测解 ΥΚ(x ) , 这个解是连续的且满足 0 <

ΥΚ(x ) ≤ Κinf
x∈8

a0 (x )∫8
k (x , y ) d y.

(Ê )　 定理 3. 1 中结论 (Ê ) - (Í ) 成立, 且 lim
Κ→+ ∞

[ sup
x∈8

(ΥΚ(x ) ) ] = 0, 其中 f (x , u ) =

[a0 (x ) + ∑
p

i= 1
a i (x ) u

Αi ]- 1 .

注 4　此推论由定理 3. 1 得到. 它与[ 4 ]中定理 2. 1 相比, a i (x ) ( i= 0, 1, ⋯, p ) 不需要连

续, 也可以无界.
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On the Un iqueness and Ex istence of Posit ive Solution
to a Class of Non l inear In tegra l Equation s

Z hao Z eng qin　　L i X ianku i
(D ep t. of M ath. , Q ufu N o rm al U niversity, Shandong 273165)

Abstract

W e study the in tegra l equat ionu (x ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , u (y ) ) d y , Κ> 0 and its non linear

pertu rba t ion u (x ) = Κ∫8
k (x , y ) f (y , u (y ) ) d y + G (u (x ) ) w here k (x , y ) is nonnegat ive m ea2

su rab le. U nder som e reasonab le condit ion s on f (x , u ) and G (u ) , w e ob ta in the un iqueness

and ex istence of po sit ive so lu t ion fo r the equat ion s, and a lso the itera t ion app rox im at ion s of

the so lu t ion s.

Keywords　in tegra l equat ion, pertu rba t ion, po sit ive so tu t ion.
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