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摘　要　本文部分证明了[ 1 ]中的一个猜测: 设 f (z ) 为开平面上有穷级的超越整函

数, k 为非负整数, 则 f (k) f 仅可能有的 P icard 例外值是 0.
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1　引言及主要结果

设 f (z ) 为开平面上的超越整函数, a 为一复数, 若 f (z ) - a 至多有有穷多个零点, 则称 a

为 f (z ) 的一个 P icard 例外值. 对于一些特殊形式的微分多项式的 P icard 例外值的研究结果

表明: 当 n≥1 时, f
n
f ′除零以外没有其他 P icard 例外值[ 3 ], [ 4 ]

.

最近, [ 1 ]中证明了

定理A　设 f (z )为超越整函数, n 与 k 为非负整数, 且 n≥2, k≥0. 则 (f
(k) ) n

f 仅可能有的

P icard 例外值是 0.

同时在[1 ] 中还猜测: 定理A 的结论当 n = 1, k ≥ 0 时也成立. 本文将证实上述猜测当

f (z ) 的级为有穷时成立. 并证明了

定理　设 f (z ) 为有穷级的超越整函数, k 为非负整数, 则 f
(k )

f 仅可能有的 P icard 例外值

是 0.

下面将直接引用值分布论中的有关符号和术语[ 5 ], [ 6 ]
. 仍用 s (r, f ) 表示适合 s (r, f ) =

o (T (r, f ) ) 的任意量, 且此式的成立可以除去一个线性测度为有穷的 r值集. 另外, 用E 表示区

间 (0, + ∞) 中具有有穷线性测度的一个 r 值集, 但每次出现时未必相同.

2　 两个引理

引理 1
[ 2 ]　设 f (z ) 为亚纯函数, 满足∑

a≠∞
∆(a , f ) = 1 , 则 ( i) f (z ) 的下级 Λ≥ 1

2
.

( ii)　 若令 p = [Λ+
1
2

], 则存在一列正数 r j →∞ ( j →∞) 和圆周 ûz û = rj 上的开度不

小于2Π
3p

的弧 Χj , 以及一列联结 Χj 的线段 l j , 使在路径 Χ= l1 ∪ Χ2 ∪ l2 ∪ Χ3 ∪⋯上有
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logû f (z ) û≤-
Π
16T (r, f ) , 　 (ûz û= r≥r1).

引理 2　设 f 1 (z )和 f 2 (z )是两个非常数的整函数, 如果 f 1 (z ) + f 2 (z )≡1, 则

T (r) < N (r,
1
f 1

) + N (r,
1

f 2
) + o (T (r) ) , 　 (r² E ) ,

其中 T (r) = m ax{T (r, f 1) , T (r, f 2) }.

证明　容易看到当 r 充分大时有

T (r, f i) = (1+ o (1) ) T (r) ( i= 1, 2).

由第二基本定理得

　　　　T (r, f 1) < N (r,
1
f 1

) + N (r,
1

f 1- 1
) + o (T (r) )

= N (r,
1
f 1

) + N (r,
1

f 2
) + o (T (r) ) , 　 (r² E ).

对 f 2 有类似的估计. 引理 2 证毕.

注　在引理 2 中, 如果 f 1 (z )和 f 2 (z )的级均为有穷, 那么当 r 充分大时有

T (r) < N (r,
1
f 1

) + N (r,
1
f 2

) + O ( log r) ,

不必除去一个测度为有穷的 r 值集 E.

3　定理的证明

假定定理结论不成立, 即存在一个非零有穷复数 a , 使得 f
(k)

f - a 仅有有穷多个零点. 则

f
(k)

f - a = p eΑ, (1)

这里 p 是一不恒为零的多项式, Α为一非常数的整函数. 从 (1)易得

N (r,
1

f
(k)

f - a
) = N (r,

1
p

) = s (r, f ) = s (r, f
(k )

f ) ,

于是 ∆(a , f
(k )

f ) = 1.

设 f
(k)

f 的下级为 Λ, p = [ Λ+
1
2

]. 由于 f (z )的级有穷, 故 Λ< + ∞. 由引理 1 知, 存在一列

正数 r j→∞ ( j→∞) 和圆周û z û= r j 上开度不小于2Π
3p

的弧 Χj , 以及一列联结 Χj 的线段 l j ( j = 1,

2, ⋯) , 使得在路径 Χ= l1∪Χ2∪l2∪Χ3∪⋯上有

logû f
(k) (z ) f (z ) û≤-

Π
16T (r, f

(k )
f ) (ûz û= r≥r1).

注意到 log+ 1
x

= log+
x - logx (x > 0) , 有

m (rj ,
1

f
(k )

f
) =

1
2Π∫

2Π

0
log+ û 1

f
(k ) (r je

iΗ) f (r je
iΗ) ûd Η≥ 1

2Π∫Χj

- logû f
(k ) (rj e

iΗ) f (rj e
iΗ) ûd Η

≥ 1
2Π

2Π
3p

Π
16

T (rj , f
(k)

f ) =
Π

48p
T (rj , f

(k)
f ) , (2)

但是
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m (r,
1

f
(k )

f
) = T (r, f

(k )
f ) - N (r,

1
f

(k)
f

) + O (1). (3)

由 (2) , (3)可得

N (r j ,
1

f
(k )

f
) ≤ (1 -

Π
48p

+ o (1) ) T (r j , f
(k )

f ). (4)

(4)对充分大的正整数 j 成立.

另外, 由于 a≠0, 故 (1)可写成

1
a

f
(k)

f -
1
a

p eΑ≡ 1, (5)

令

T (r) = m ax{T (r,
1
a

f
(k )

f ) , T (r, -
1
a

p e
Α) }.

则N (r,
1

p eΑ) = o (T (r) ). 由 (5)式及引理 2 可得

　T (r, f
(k )

f ) < N (r,
1

f
(k)

f
) + N (r,

1
p eΑ) + o (T (r) ) = N (r,

1
f

(k )
f

) + o (T (r) ) , (6)

由于 f (z )的级有穷, 由引理 2 的注知, (6) 式对充分大的 r 都成立. 这样由 (4) , (6) 两式可以推

出矛盾. □
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On the Zeros of f
(k)

f - a
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Abstract

In th is paper, w e part ly p rove a con jectu re po sed in [1 ].

L et f (z ) be a tran scenden ta l en t ire funct ion s w ith fin ite o rder in C , and let k be a non2
negat ive in teger. T hen f

(k )
f has no o ther P icard excep t iona l va lue excep t po ssib ly zero.

Keywords　en t ire funct ion, P icard excep t iona l va lue, nevan linna theo ry.
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