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摘　要　设 R 是有 1 的结合环, I 是任意偏序集, R I 是 R 上 I 的偏序集环. 本文考虑

了带对偶的偏序集环, 得到: R I 带M o rita 对偶当且仅当 R 带M o rita 对偶. 推广了已有的在 R

是有限偏序集时的有关结果.
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设R 是有单位元 1 的结合环, 对于局部有限偏序集S (即S 是偏序集且Π x , y ∈S , x ≤ y ,

集合[x , y ] = {z ∈ S ûx ≤ z ≤ y } 是有限集) , 令 I (S , R ) = {f : S × S →R ûΠ a Κ b, f (a , b)

= 0}, I (S , R ) 在下面运算之下是具有单位元的结合环 :

Π f , g ∈ I (S , R ) ,

(3 )　
(f + g ) (x , y ) = f (x , y ) + g (x , y ) ,

(f õ g ) (x , y ) = ∑
x≤z≤y

f (x , z ) õ g (z , y ).

称 I (S , R )是 R 上 S 的 Incidence 环[ 2 ], [ 3 ]. 围绕 Incidence 环的同构问题, 最近有一系列的研究

[ 2 ], [ 3 ]. 为了处理一般的偏序集 (不一定是局部有限的) , 文[ 1 ]引进了偏序集环的概念. 设 I

是任意偏序集, 令 R I = {f : I×I→R û只对有限多个 (a , b) ∈I×I , f (a , b) ≠0, 且Π aΚ b, f (a ,

b) = 0}, R I 关于上面 (3 )式所定义的运算成为一个结合环. 当û I û< ∞时, R I 与R 上 I 的 Inci2
dence 环一致, 有单位元; 当û I û= ∞时, R I 是无单位元的结合环. 本文试图对任意的偏序集 I ,

讨论带M o rita 对偶的偏序集环R I , 推广了[2 ], [ 3 ]的结果.

根据[ 5 ], 称一个结合环A (不一定有单位元) 有局部单位元, 如果对A 的任意有限子集,

均可找到A 的一个形如 eA e 的子环 (e
2= e∈A ) , 使得 eA e 包含此有限子集; 称A 是函子环[ 4 ]

( 或带足够多的幂等元) , 如果A 中存在正交幂等元集{ei} i∈I , 使得A = Ý
i∈I

eiA = Ý
i∈I

A e i, 此时

{ei} i∈I称为A 的完全幂等元集. 对于带局部单位元的环A , 所考虑的左模均为酉模, 即A M =

M . 由[5 ], 称左A 2模M 是离散线性紧 (简记为 d. l. c. ) , 如果对A 的任意幂等元 e,M 的子模簇

{M k }k∈J , 当{ex k ,M k }k∈J 是有限可解系时 (即对 J 的任意有限子集 F , 均有 x F∈M , 使 x F - ex k

∈M k , Π k∈F ) , 它必为可解系 (即存在 x ∈M , 使得 x - ex k∈M k , Π k∈J ). 称M 是局部离散线

性紧 ( l. d. l. c. ) , 如果M 的任意有限生成子模均是 d. l. c. 的.

命题 1　设A 是带局部单位元的环,L ≤AM , 则M 是 d. l. c. 当且仅当L ,M öL 均是 d. l. c.
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证明　 (] ) 由定义知L 是 d. l. c. , 下证M öL 是 d. l. c. , 设 e
2= e∈A , {M k öL }k∈J 是M öL

的任意子模簇, 使得{exθk ,M k öL }k∈J 是有限可解的, 从而{ex k ,M k }k∈J 是有限可解的, 由M 是 d.

l. c. 知有 x ∈M , 使得 x - ex k∈M k , Π k∈J , 从而 xθ- exθk∈M k öL ,M öL 是 d. l. c. 的.

(α ) 　设 e
2= e∈A , {ex k ,M k }k∈J 是M 的一个有限可解系, 对 J 的任意有限子集 F , 令 x F

∈M , 使得 x F - ex k∈M k , Π k∈F , 设 2 = {F Α J û F 是有限的},M F = ∩
i∈F

M i, 则{ex k ,M k }k∈J ∪

{ex F ,M F }F∈2是M 的一个有限可解系, 由M öL 是 d. l. c. 以及{exθ j , (M j + L ) öL } j∈J ∪2是有限可

解系可知有 x + L ∈M öL , 使得 x - ex j∈M j + L , Π j∈J ∪2 , 从而L ∩ (ex j - x + M j ) ≠Á , Π j

∈J ∪2 , 令 y j = ex j - x - x
′
j∈L ∩ (ex j - x + M j ) , 这里 x

′
j∈M j , 则 ey j = ex j - ex - ex

′
j∈L ∩ (ex j

- ex + M j ) , 从而L ∩ (ex j - ex + M j ) = ey j + (M j∩L ) , 从而得到L 的一个有限可解系{ey j ,M j

∩L } j∈J , 由L 是 d. l. c. 有 y ∈L , 使得 y - ey j∈M j∩L , Π j∈J . 从而 y + ex - ex j = y - ey j - ex
′
j

∈M j , Π j∈J , 故{ex j ,M j } j∈J 是可解系,M 是 d. l. c.

推论 2　设AM = L 1Ý ⋯Ý L n , 则AM 是 d. l. c. 当且仅当L i 是 d. l. c. Π i.

证明　利用命题 1 以及数学归纳法可得.

以下设R 是有 1 的结合环,A = R I 是R 上 I 的偏序集环.

当 x , y ∈I , x ≤y 时, 令 ex , y 表示 R I 中 (x , y ) 2位置为 1, 其它位置取值为 0 的元素, 易见

e
2
x , x = ex , x.

命题 3　R I = Ý
x∈I

R Iex , x = Ý
x∈I

ex , xR I , 即 R I 是函子环. {ex , x }x∈I是 R I 的正交幂等元完全集,

且若 f ∈R I 是幂等元, 则Π x ∈I , f (x , x )均是 R 的幂等元.

证明　利用R I 的定义直接计算可得上结论.

命题 4　R I 的 Jacob son 根 J (R I ) = {f ∈R I û f (x , x )∈J (R ) , Π x ∈I }, 这里 J (R )是R 的

Jacob son2根.

证明　U (R I ) = {f ∈R I û f (a , a) = 0, Π a∈I }是 R I 的诣零理想, 从而U (R I ) Α J (R I ) , 令

N = {f ∈R I û f (x , x )∈J (R ) , Π x ∈I },N ü R I , 下证N 是左拟正则的.

Π f ∈N , 将 f 写成

f = f 1+ f 2, f 2∈U (R I ) , f 1 (x , y ) =
f (x , x ) , x = y

0, x ≠y
,

由于 f 1 (x , x ) = f (x , x ) ∈ J (R ) , Π x ∈ I , J (R ) 是拟正则理想, 从而可找到 g 1 ∈R I , Π x ≠

y , g 1 (x , y ) = 0 , 且

　　f 1 (x , x ) + g 1 (x , x ) + f 1 (x , x ) g 1 (x , x ) = f 1 (x , x ) + g 1 (x , x ) + g 1 (x , x ) f 1 (x , x ) = 0,

从而

f 1+ g 1+ f 1g 1= f 1+ g 1+ g 1f 1= 0.

由于 f 2+ g 1f 2∈U (R I ) , 则有 f 2+ g 1f 2 是拟正则元, 有 g 2∈R I , 使得

　　　　f 2+ g 1f 2+ g 2+ g 2 (f 2+ g 1f 2) = f 2+ g 1f 2+ g 2+ (f 2+ g 1f 2) g 2= 0,

从而

(f 1+ f 2) + (g 1+ g 2+ g 2g 1) + (g 1+ g 2+ g 2g 1) (f 1+ f 2) = 0,

即说明 f = f 1+ f 2 是左拟正则的, 从而N 是左拟正则理想,N Α J (R I ).

又Π f ∈J (R I ) , 将 f 表成 f = f 1+ f 2, 其中 f 1∈U (R I ) , f 2 (x , y ) =
f (x , x ) , x = y

0, x ≠y
, 从
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而 f 2∈J (R I ) , 则有Π a∈I , f 2 (a , a)是右拟正则元, 令M (a, a) = {r∈R ûϖ f ∈J (R I ) , 使得 f (a ,

a) = r}, 易知M (a, a) ü R , 且是R 的拟正则理想, 故 f 2 (a , a)∈M (a, a) Α J (R ) , 故 J (R I ) = N . □

设M 是左R 2模, x 0∈I , 令[M ]x 0= {f : I×I→M û f (x 0, x 0) ∈M , 其它位置取值为 0}, 按通

常加法, [M ]x 0是加群, 且在下面模运算之下成为左R I 2模; Π f ∈R I , g∈[M ]x 0 ,

(f ·g ) (x , y ) =
f (x 0, x 0)·g (x 0, x 0) , 当 x = y = x 0,

0, 其它.

命题 5　如果M 是内射左R 2模, 则[M ]x 0是内射 R I 2模.

证明　由命题 3 以及[4 ]中命题 1. 1 知, 只须验证Π x ∈I , 从R ex x的任意 R I 2子模到[M ]x 0

的R I 2同态均能扩充为从 R ex x到[M ]x 的同态.

直接验证可知对 R ex , x的任意 R I 2子模Q , 均存在 R 的一组子加群{L y , x }y≤x , 使 R ·L x , x Α
L y , x , Π y≤x , 且Q = {f ∈R Iex , x û f (y , x )∈L y , x , Π y ≤x }.

设 Υ: Q →[M ]x 0是任意 R I 2同态.

1°　如果 Υ= 0, 则 Υ可扩充为从 R Iex , x到[M ]x 0的同态.

2°　如果 Υ≠0, 则必有 x = x 0, 否则 x ≠x 0, 由 Υ(Q ) Α [M ]x 0. 从而 Υ(Q ) = ex 0Υ(Q ) = Υ(ex 0Q )

= {0}矛盾. 此时Π f ∈Q , 将 f 写为 f = f 1+ f 2, f 1 在 (x , x ) 2位置取值为 f (x , x ) , 其它位置取

值为 0, f 2= f - f 1, f 1, f 2∈Q , 且 Υ(f ) = ex Υ(f ) = Υ(ex f ) = Υ(f 1) , 由 Υ: Q →[M ]x 0可得映射 Ω: L

→M , Ω(r) = Υ(f r) (x 0, x 0) , 这里 f r 是 (x 0, x 0) 2位置为 r, 其它位置为 0 的元素, 易知 Ω是 R 2同
态, 从而 Ω可扩充为 Ωθ: R →M , 定义 Υλ: R Iex , x → [M ]x 0, Υλ(f ) (x 0, x 0) = Ωθ (f (x 0, x 0) ) , 易知 Υλ 是

R I 2同态, 且 ΥλûQ = Υ, 故[M ]x 0是内射 R I 2模. □

命题 6　若 R I 是左 l. d. l. c. 环, 则 R I 的左单模具有形式 [ (R öJ ) eγ]x 0 , x 0 是 I 中某个元

素, e
2= e≠0 是R 的幂等元.

证明　设S 是单R I 2模, 由[5 ]中命题 3 知S ≌R If öJ (R I ) f , f
2= f ∈R I , 由命题 3, 不妨设

x 1, ⋯, x n∈I , ei= f (x i, x i) ≠0, e
2
i = ei, 从而 S ≌R If öJ (R I ) f ≌ (R I öJ (R I ) ) ·fθ≌Ý

n

i= 1
[ (R öJ )

eγi ]x i
, 其中[ (R öJ ) eγi ]x i

的定义如命题 5 前所指, 由 S 是单模, 故 n= 1, S ≌[ (R öJ ) eγ]x 0. □

命题 7　设M 是左R 2模, 如果M 是 d. l. c. 则[M ]x 0是 d. l. c. 左R I 2模, Π x 0∈I.

证明　Π x ∈I , ex , x [M ]x 0≌
0, x ≠x 0

M , x = x 0

, 从而 ex , x [M ]x 0是 d. l. c. 左 R 2模, 由[ 5 ]知[M ]x 0是

d. l. c. 左R I 2模. □

定理 8　设R 是有单位元的结合环, I 是任意偏序集, 若R 是线性紧的, 则 R I 是 l. d. l. c.

证明　由命题 3 可知R I 的任意有限生成子模N 均含在R I 的左理想N 0= R Iex 1, x 1Ý ⋯Ý
R Iex n , x n

中, 从而要证N 是 d. l. c. 只须证明N 0 是 d. l. c. 只须证Π i, R Iex i, x i
是 d. l. c. 由于Π ex , x ,

ex , xR Iex i, x i
≌

0, x ≠x i

R , x = x i

, 及R 是离散线性紧的, 由[5 ]知R Iex i, x i
是 d. l. c, 故R I 是 l. d. l. c. □

定理 9　设R 是有单位元的结合环. I 是任意偏序集, 则R I 带M o rita 对偶当且仅当 R 带

M o rita 对偶.

证明　 (] ) R I 带M o rita 对偶, 则知 ex , xR Iex , x带M o rita 对偶[ 5 ] , 而R ≌ex , xR Iex , x , 故R 带

M o rita 对偶.
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(α )　只须证明: R I 是 l. d. l. c. 以及对任意单左R I 2模 S , S 的内射包 E (S )是 d. l. c. [ 5 ].

若 R 带M o rita 对偶, 则RR 是 l. c. , 从而由定理 8, R I 是 l. d. l. c. 并由命题 6, 任意单左

R I 2模 S 均具有形式 S ≌[ (R öJ ) eγ]x 0 , e
2= e∈R , (R öJ ) eγ 是有限生成半单 R öJ 2模, 从而是有限

多个单 R 2模之直和. 从而 (R öJ ) eγ 的内射包 E R ( (R öJ ) eγ) 是有限多个单 R 2模的内射包之直和,

而 R 是带M o rita 对偶的环, 故单 R 2模的内射包是 d. l. c[ 6 ] , 故 E R (R öJ eγ) 是 d. l. c. 左 R 2模. 由

命题 7, [E R ( ( (R öJ ) eγ) ]x 0是 d. l. c. 左R I 2模, 而[ (R öJ ) eγ]x 0的内射包 E ( [ (R öJ ) eγ]x 0
)同构于[E R

( (R öJ ) eγ) ]x 0的某个直和项. 从而必为 d. l. c. (由命题 1, 推论 2). 故R I 带有M o rita 对偶. □

衷心感谢刘绍学教授的指导与帮助.

参　考　文　献

[1 ]　刘绍学, 偏序集代数的同构问题, 数学进展, 18 (1989) , 461—464.

[2 ]　K. R. Fu ller, J. K. H aack, D uality f or sem ig roup ring s, J. Pu re. A pp. A lg. , 22 (1981) , 113- 119.

[3 ]　J. K. H aack, Isom orp h ism s of incid ence ring s, Ill. J. of M athem atics, 28: 4 (1984).

[ 4 ]　Kunio Yam agata, O n M orita d ua lity f or ad d itive g roup va lued f unctors, Comm. in A lg. , 7: 4

(1979) , 367- 392.

[ 5 ]　P. N. A nh, C. M en in i, M orita d ua lity f or ring s w ith loca l un its, J. of A lg. , 164 (1994) , 632- 641.

[6 ]　Xue W eim in, R ing s w ith M orita d ua lity , L ectu re N o tes in M ath, 1523.

[7 ]　刘绍学, 环与代数, 科学出版社, 1982.
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Abstract

L et R be an associa te ring w ith iden t ity, I be a po set, R I be the po set ring of I over R.

T he fo llow ing resu lt is ob ta ined: R I has M o rita dua lity iff R has M o rita dua lity. T h is ex2
tends the know n resu lt abou t the po set ring in the case I tha t is f in ite.

Keywords　po set ring, d iscret linear com pact, M o rita dua lity.
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