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Cayley 图的同构分解及弱DC I-子集的充要条件
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摘　要　本文得到了Cayley 图的同构分解定理及弱DC I2子集的充要条件. 证明了二

面体群是弱 22DC I2群, 同时确定了二面体群上 2 度Cayley 图的自同构群.
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1　引　言

设 (G , 1)是一个有限群, 称G 的子集 S 是一个Cayley 子集如果 1| S. 对每一个Cayley 子

集定义Cayley 图如下:

C (G , S ) = (V , E ) ,

其中

V = G , E = { (u , v ) ûu
- 1

v∈S , u , v∈G}.

显然, C (G , S ) 是一个有向图, 如果 S = S
- 1, 则它可视为无向图, 当无需区分它们时统称其为

Cayley 图.

设A u tG 为G 的自同构群, C (G , S )和C (G , T )为Cayley 图. 如果存在 Σ∈A u tG 使 Σ(S ) =

T , 则显然有C (G , S ) µ C (G , T ). 反之, 如果对任何与C (G , S )同构的C (G , T )都存在 Σ∈A u tG

使 Σ(S ) = T , 则称S 为G 的DC I2子集. 一个DC I2子集S 被称作是弱DC I2子集, 如果S 生成G.

显然, 当 S 是DC I2子集时C (G , S )的同构类被A u tG 完全确定了.

Cayley 图的同构问题是这方面研究的一个基本问题[ 1 ]
, DC I2子集的概念就是为此而引进

的[ 2 ]
. 如果G 中基数不超过m 的Cayley 子集都是DC I2子集, 则G 被称作m 2DC I 群, 类似地有

弱m 2DC I群的概念. [ 3 ]证明了循环群是 22DC I 群及m 2C I 群 (m = 4, 5). [ 4 ], [ 5 ]证明了A bel

群是弱 22DC I 群, 还刻画了m 2C I A bel 群 (m = 4, 5). 但是, 非可换的m 2DC I 群方面的结果还

没有见到.

本文首先给出一个Cayley 图的同构分解定理及一个Cayley 子集是弱DC I2子集的充要条

件. 作为应用证明了二面体群是弱 22DC I 群, 此外, 还举例说明二面体群不是 22DC I 群.
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2　主要结果

设 L (G ) = {Ρg: a→g a (Π a∈G ) ûg∈G }, 则L (G ) 是C (G , S ) 的自同构群A u tC (G , S ) 的子

群, 它作用到C (G , S )上是点传递的. 设C (G , S ) µ C (G , T ) , 则显然存在从C (G , S ) 到 C (G , T )

的同构映射 Σ使 Σ(1) = 1, 所有这样的 Σ构成集合 8 (S →T ). 当 T = S 时, 8 (S →T )记作 8 (S ) ,

此时有 8 (S ) ≤A u tC (G , S ). 下面的定理称作 Cayley 图的同构分解定理, 它将同构的 Cayley

图分解为一些同构的子图.

定理 1　设C (G , S ) µ C (G , T ) , S = S 1 ∪ S 2 ∪⋯∪ S k 是 S 的一个子集分划, 且对任何

Σ∈ 8 (S ) 有 Σ(S i) = S i ( i = 1, 2, ⋯, k ) , 则 T 也有子集分划 T = T 1 ∪ T 2 ∪⋯∪ T k , 且对任

何 Σ∈ 8 (S → T ) 有 Σ∈ 8 (S i → T i) , 从而C (G , S i) µ C (G , T i) , i = 1, 2, ⋯, k.

证明　取定 Σ0 ∈ 8 (S → T ). 显然, Σ0 导致一个从S 到 T 的 121 映射. 令 T i = Σ0 (S i) , i =

1, 2, ⋯, k. 则 T = T 1 ∪ T 2 ∪⋯∪ T k 是 T 的一个子集分划. 任取 Σ∈ 8 (S → T ) , 显然, Π=

Σ- 1
0 Σ∈ 8 (S ). 于是依假设有 Π(S i) = S i, i = 1, 2, ⋯, k . 从而

Σ(S i) = T i (1)

　　设 (u , v ) 是 C (G , S ) 的任一条弧且满足 u
- 1

v∈S i (1≤i≤k ) , 则 (u , v ) 也可视为C (G , S i) 的

一条弧. 取 g ∈G 及 Ρg∈L (G ). 易见, ΡΣ(g ) - 1 ΣΡg∈8 (S →T ) (这里 Σ(g ) - 1是 Σ(g ) 在 G 中之逆

元). 于是, 根据 (1)式得到

ΡΣ(g ) - 1ΣΡg (u
- 1

v )∈T i.

这样便存在 ti∈T i 使 ΡΣ(g ) - 1ΣΡg (u
- 1

v ) = ti, 由此得到 Σ(g u
- 1

v ) = Σ(g ) ti. 再取 g = u , 则有 Σ(v ) =

Σ(u ) ti. 这说明 (Σ(u ) , Σ(v ) )是C (G , T i)的一条弧.

反之, 设 (Σ(u ) , Σ(v ) ) 是 C (G , T i) 的一条弧, 则 Σ(u ) - 1Σ(v ) ∈ T i. 由于 Σ(u ) - 1Σ(v ) =

ΡΣ(u) - 1Σ(v ) = ΡΣ(u) - 1ΣΡu (u - 1v ) , 又因为 ΡΣ(u) - 1ΣΡu ∈ 8 (S → T ) , 再根据 (1) 式有 u - 1v ∈ S i .

综合以上讨论可知 Σ∈8 (S i→T i) , 从而, C (G , S i) µ C (G , T i) , i= 1, 2, ⋯, k.

A u tC (G , S )的子群 8 (S )作用到 S 上分为若干个轨道的并, 设 S i ( i= 1, 2, ⋯, k ) 是所有这

样的轨道, 则

S = S 1 ∪ S 2 ∪⋯∪ S k (2)

是 S 的一个子集分划, 并且对任何 Σ∈8 (S ) 有 Σ(S i) = S i, i= 1, 2, ⋯, k. (2) 被称作是 C (G , S )

的 8 (S )的轨道分划. 假如C (G , S ) µ C (G , T ) , 则据定理 1 有C (G , T )的一个 8 (T )轨道分划 T

= T 1∪T 2∪⋯∪T k 使得对任何 Σ∈8 (S →T ) 有 Σ∈8 (S i→T i) (T i= Σ(S i) ) , i= 1, 2, ⋯, k. 这

样, C (G , S )和C (G , T )的同构便分解为子图C (G , S i)和C (G , T i)的同构. 注意到C (G , S i)是弧

传递的Cayley 图, 这意味着在Cayley 图的同构研究中C (G , S i)的同构将起重要的作用.

下面给出一个群的弱DC I2子集的充要条件.

定理 2　设G =〈S 〉, 则S 是DC I2子集的充要条件是对任何与C (G , S )同构的C (G , T ) , 存

在一个 Σ∈8 (S →T )使 ΣΡaΣ- 1∈L (G ) , 这里 a∈S 及 Ρa∈L (G ).

证明　先证明充分性. 依假设存在 g∈G 使 ΣΡaΣ- 1= Ρg , 此即 ΣΡa = Ρg Σ. 从而, 对任何 u∈G

有

ΣΡa (u ) = Ρg Σ(u ) ] Σ(au ) = g Σ(u ).
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取 u= 1, 根据 Σ的假设得到 g = Σ(a). 于是推出 Σ(au) = Σ(a) Σ(u ). 由于 a 和 u 都可以是S 中的

任何元素, 再考虑到 S 生成G , 利用归纳法不难证明下面的

Σ( ∏
i

si) = ∏
i

Σ(si) , si∈S.

这说明 Σ∈A u tG. 另外, 显然有 Σ(S ) = T , 按定义知 S 是DC I2子集.

反之, 假设 S 是DC I2子集, 则存在 Σ∈8 (S →T ) 使 Σ∈A u tG , 自然有 ΣΡaΣ- 1 = ΡΣ(a) , 所以

ΣΡaΣ- 1∈L (G ).

[ 2 ]曾得到一个DC I2子集的充要条件, 由于弱DC I2子集具有限制 G =〈S 〉, 故定理 2 与

Babai 的条件不同. 下面利用定理 1 和定理 2 讨论二面体群上的 2 度Cayley 图的同构问题.

定理 3　二面体群D n (n≥3)的二元生成子集是弱DC I2子集, 从而D n 是弱 22DC I群.

证明　设D n= {1, a , a
2, ⋯, a

n- 1, b, ba , ⋯, ba
n- 1}, 这里 a

n= 1, ba= a
- 1

b. 设 S 是D n 的二元

生成子集, 则 S 或者含有一个 2 阶元和一个 n 阶元, 或者含有两个 2 阶元, 以下区别这两种情

形.

情形 1　不妨设 S = {a , b}, o (a) = n , o (b) = 2.

设C (D n , S ) µ C (D n , T ) , 这里 T = { t1, t2}. 不难看出对任何 Σ∈8 (S →T ) , Σ(a)和 Σ(b)总是

不变的, 于是可设 Σ(a) = t1 和 Σ(b) = t2. 根据定理 1 有

C (D n, {a}) µ C (D n , { t1})和C (D n, {b}) µ C (D n , { t2}).

这说明 o ( t1) = n 而 o ( t2) = 2. 于是D n 又可表为

D n= {1, t1, t
2
1, ⋯, t

n- 1
1 , t2, t2 t1, ⋯, t2 t

n- 1
1 }.

对任何 u∈D n , 令

Α(u ) =
t

i
1, 如果 u= a i,

t2 t
i
1, 如果 u= ba i (0≤i≤n- 1).

显然 Α∈A u tD n 且 Α(S ) = T. 所以, S 是DC I2子集.

情形 2　设 S = {c, d }, 这里 o (c) = o (d ) = 2;

设C (D n , S ) µ C (D n , T ) , 这里 T = {c′, d′}. 此时, C (D n , S )是 2n 长的圈

(⋯ (d c) 2, (d c) d , d c, d , 1, c, cd , (cd ) c, (cd ) 2, ⋯) ,

故C (D n , T )也是这样的圈

(⋯ (d′c′) 2, (d′c′) d′, d′c′, d′, 1, c′, c′d′, (c′d′) c′, (c′d′) 2, ⋯).

取 Σ∈8 (S →T )及 Ρ∈L (D n) , 则 ΣΡcΣ- 1∈A u tC (D n , T ) , 有

ΣΡcΣ- 1: Σ(x )→Σ(cx ) , Π x ∈D n.

不难验证 ΣΡcΣ- 1∈L (G ). 类似可验证 ΣΡd Σ- 1∈L (G ). 故据定理 2, S 是DC I2子集.

由于 C (G , S ) 是点传递图, 熟知[ 6 ]A u tC (G , S ) = L (G ) 8 (S ). 在定理 3 的证明中当把

C (D n , T ) 视为C (D n , S ) 时, 便得到下面的结论.

定理 4　设 S 是D n 的二元生成集, 则

A u tC (D n , S ) µ
L (D n) , 如果 S 只含一个 2 阶元,

L (D n) {I , Ρ}, 如果 S 含两个 2 阶元.

这里 Ρ是正 n 边形的一个对称变换.

已知A bel 群是弱 22DC I群, 但不是 22DC I 群[ 4 ]. 最后举例说明二面体群也不是 22DC I 群.
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例 1　设D 8= {1, a , a
2, ⋯, a

7, b, ba , ⋯, ba
7} (a

8= 1, b
2= 1). 取 S = {a , a

7}, T = {ba
2, b}. 不

难看出C (D 8, S )和C (D 8, T )都是两个 8 长圈的并, 故 C (D 8, S ) µ C (D 8, T ). 但是, S 生成 8 阶

循环群, 而 T 生成二面体群D 4. 故不存在 Σ∈A u tD 8 使 Σ(S ) = T. 这说明D 8 不是 22DC I群.
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Isom orph ism D ecom position of Cayley Graph and Necessary
and Suff ic ien t Cond ition of W eak DC I-Subset

H uang Q iong x iang
(D ep t. of M ath. , X in jiang U niv. , U rum qi)

Abstract

In th is paper, w e p rove a theo rem of isom o rph ism decom po sit ion of cayley graph and

give a necessary and sufficien t condit ion of the w eak DC I2sub set. A s an app lica t ion, w e

p rove tha t d ihedra l group is a w eak 22DC I group and determ ine the au tom o rph ism group of

cayley graph of degree 2 on dihedra l group.

Keywords　Cayley graph, isom o rph ism , DC I2sub set.
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