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多目标m in imax 问题的极大熵逼近收敛性
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摘　要　本文利用极大熵逼近函数, 展开了多目标m inim ax 问题的逼近方法的研究,

并讨论了该逼近方法的收敛性, 所得结果是目前已有的结果进一步拓广.
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1　引　言

众多的工程设计和经济决策问题都可以归为一类特殊的多目标优化问题——m in im ax 问

题. 它的一般统一模型可写成如下形式:

　　 (MM N P)　　m in　f (x ) = (f 1 (x ) , f 2 (x ) , ⋯, f m (x ) ) T ,

s. t. g j (x )≤0, j∈{1, 2, ⋯, l},

h i (x ) = a
T
i x - bi= 0, i∈{1, 2, ⋯, q}, x ∈R

n,

其中m ≥1, q≥0, l≥0 为整数; f i (x ) = m ax
1≤j≤l i

{f ij (x ) }, l i≥1 为整数, i= 1, 2, ⋯, m ; f ij ( j = 1, 2,

⋯, l i, i= 1, 2, ⋯, m ) 和 g k (k = 1, 2, ⋯, l) 都是局部L ip sch itz 函数. 当m = 1 时, 问题 (MM N P)

称为单目标m in im ax 问题; 当m > 1 时, 问题 (MM N P)称为多目标m in im ax 问题.

当 q= 0, 且 f ij ( j = 1, ⋯, l i, i= 1, ⋯,m ) 和 g k (k = 1, ⋯, l) 为可微函数时, 问题 (MM N P) 仍

是不可微优化问题. 目前已有这类单目标问题的多种不同的算法[ 1, 2, 3, 4 ]和收敛性[ 5, 6, 7 ]. 对于统

一模型 (MM N P) 的其它情形, 国内外目前几乎没有有关的研究工作; 本文利用极大熵逼近函

数[ 8, 2, 4 ]展开了求解问题 (MM N P) 的逼近方法的研究. 通过引入逼近问题解的一般收敛性概

念, 来讨论上述逼近方法的收敛性, 所得结果是目前己有的结果进一步拓广.

2　极大熵逼近方法

记X = {x ∈R
nûg i (x )≤0, j = 1, 2, ⋯, l}, S = {x ∈R

nûh i (x ) = 0, i= 1, 2, ⋯, q}, 8 = X ∩S.

问题 (MM N P) 是一个较复杂的多目标优化问题, 直接求解存在一定困难. 若令 g (x ) =

m ax
1≤j≤l

{g j (x ) }, 则问题 (MM N P)等价于
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　　 (MM N P 1)　　m in　f (x ) = (f 1 (x ) , f 2 (x ) , ⋯, f m (x ) ) T
,

s. t. g (x )≤0, x ∈S.

根据极大熵逼近函数[ 8, 2, 6 ] , 令

f
p
i (x ) =

1
p

ln∑
l i

j= 1

e
p f ij

(x )
, i = 1, 2, ⋯,m , 　g p (x ) =

1
p

ln∑
l

j = 1

e
p g j

(x )
, p > 0, (1)

则得逼近问题

　　 (MM N P) p　　m in　f p (x ) = (f
p
1 (x ) , f

p
2 (x ) , ⋯, f

p
m (x ) ) T

,

s. t. g p (x ) - Αln löp ≤0, x ∈S ,

其中当 ( in tX )∩S ≠Á 时, 0≤Α< 1; 当 ( in tX )∩S = Á 时, Α= 1.

显然, 问题 (MM N P) p 比问题 (MM N P) 或问题 (MM N P 1) 简单. 特别当 f ij , g k ( i= 1, 2, ⋯,

m , j = 1, 2, ⋯, l i, k= 1, 2, ⋯, l)是可微函数时, 将复杂的不可微多目标优化问题 (MM N P) 转化

为可微单一不等式约束多目标优化问题 (MM N P) p 求解.

3　收敛性

为了证明逼近问题 (MM N P) p 的解收敛于问题 (MM N P)的解, 引入下述概念.

定义 1　设 x
(p )是逼近问题 (MM N P) p 在某种意义下的稳定点. 如果{x

(p ) } (p→+ ∞) 的任意极

限点为原问题 (MM N P) 在这种意义下的稳定点, 那么称逼近问题具有在这种意义下的稳定点

的收敛性.

注记 1　人们通常讨论的逼近问题的收敛性是指最优点收敛性. 但是, 在求解逼近问题

时, 并不一定能求得最优点, 而可能是某种意义下的稳定点. 因此, 讨论逼近方法各种意义下的

稳定点 (比如 F ritz John 点, Kuhn2T ucker 点)的收敛性, 有着重要的理论和实际意义.

给出极大熵逼近问题 (MM N P) p 具有 F ritz John 点, Kuhn2T ucnker 点和最优点收敛性之

前, 先讨论逼近问题 (MM N P) p 的某些基本性质.

定理 1[ 7 ]　 (1) f i (x )≤f
p
i (x )≤f i (x ) + ln l iöp , i= 1, ⋯,m ; g (x )≤g p (x )≤g (x ) + ln löp ;

(2)　若 l> 1, 则 g (x ) < g p (x ).

定理 1 说明: p →+ ∞时, f
p
i ( i= 1, 2, ⋯, m ) 和 g p 分别一致收敛于 f i ( i= 1, 2, ⋯, m ) 和 g.

因而问题 (MM N P) p 为问题 (MM N P)的一致逼近 (当 p→+ ∞时). 由定理 1 易见:

引理 1　令X
0
p = {x ∈R

nûg p (x )≤0}, 8 0
p = X

0
p∩S , 若 l> 1, 则有

(1)　若存在 p , 使 8 0
p≠Á , 则 ( in tX )∩S ≠Á , 且 8 0

p Α in tX ∩S , 从而 8 亦非空;

(2)　若 x ′∈ ( in tX )∩S , 则存在 p 0> 0, 使 x ′∈8 0
p , Π p≥p 0.

由引理 1 (1) 可知: 当 l> 1 时, 若 ( in tX ) ∩S = Á , 则对于任意 p > 0, 8 0
p = Á . 再由引理 1

(2)这就说明用 8 0
p (p →+ ∞)逼近可行域 8 必须要求 ( in tX )∩S ≠Á , 而且 8 0

p Α 8. 因此, 8 0
p 是

可行域 8 的一种内逼近.

引理 2　令X
1
p = {x ∈R

nûg p (x ) - ln löp ≤0}, 8 1
p = X

1
p∩S , 则有

(1) 对于任意 p > 0, 有 8 Α 8 1
p; 　 (2) 若Π p > 0, x ∈8 1

p , 则 x ∈8.

由引理 2 可知: 8 1
p (p →+ ∞) 构成可行域 8 的一个外逼近; 当 ( in tX ) ∩S ≠Á 时, 可用 8 1

p
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(p→+ ∞)外逼近可行域. 也可用 8 0
p (p →+ ∞)内逼近可行域. 当 ( in tX )∩S = Á 时, 只能用 8 1

p

(p→+ ∞)外逼近可行域. 从而导致了问题 (MM N P)极大熵逼近问题 (MM N P) p.

引理 3　Π t≤0, - e
- 1≤te

t≤0.

证明　易验证 t= - 1 为 te
t 在R

1 上的 (唯一)最小值点, 从而引理 3 成立.

Ξp
ik (x ) =

△ e
p f ik

(x )

∑
l i

k= 1

e
p f ik

(x )

=
e

p (f ik
(x ) - f i

(x ) )

∑
li

k= 1

e
p (f ik

(x ) - f i
(x ) )

,
k = 1, 2, ⋯, l i,

i = 1, 2, ⋯,m ,
(2)

Λp
j (x ) =

△ e
p g j

(x )

∑
l

j= 1
e

p g i
(x )

=
e

p (g j
(x ) - g (x ) )

∑
l

j = 1
e

p (g j
(x ) - g (x ) )

, j = 1, 2, ⋯, l, (3)

则

Ξp
ik (x ) ∈ (0, 1 ], 　k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m ,

Λj (x ) ∈ (0, 1 ], 　j = 1, 2, ⋯, l, (4)

且

0 < Ξp
ik (x ) ≤ e

p (f ik
(x ) - f i

(x ) )
, k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m ,

0 < Λp
j (x ) ≤ e

p (g j
(x ) - g (x ) )

, j = 1, 2, ⋯, l.
(5)

于是有

　　0 ≥Ξp
ik (x ) (f ik (x ) - f i (x ) )≥ (f ik (x ) - f i (x ) ) e

p (f ik
(x ) - f i

(x ) )

= (1öp ) [p (f ik (x ) - f i (x ) ) ]e
p (f ik

(x ) - f i
(x ) )

, 　k= 1, 2, ⋯, l i, i= 1, 2, ⋯,m , (6)

　　0 ≥Λp
j (x ) (g j (x ) - g (x ) )≥ (g j (x ) - g (x ) ) e

p (g j
(x ) - g (x ) )

= 1öp [p (g j (x ) - g (x ) ) ]e
p (g j

(x ) - g (x ) )
, 　j = 1, 2, ⋯, l. (7)

因此, 由引理 3 立即得下述引理 4.

引理 4　当 p →+ ∞时, Ξp
ik (x ) (f ik (x ) - f i (x ) ) (k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m ) 和

Λp
j (x ) (g j (x ) - g (x ) ) ( j = 1, 2, ⋯, l) 都一致收敛于零.

H 1 (xθ)表示如下假设条件:

Π k∈I t (xθ) =
△

{kû f ik (xθ) = f i (xθ) , 1≤k≤l i}, i= 1, 2, ⋯,m , f ik在 xθ 点正则[ 9 ].

定理 2 (F. J 点收敛定理) 　设 x
(p ) 为问题 (MM N P) p 的 F. J 点, xθ 是{x

(p ) }的任一极限点

(p→+ ∞). 如果在 xθ 处假设条件H 1 (xθ)成立, 则 xθ 为问题 (MM N P)的 F. J 点.

证明　由 F. J 点的定义知: Π p > 0, ϖ Κp
i ≥0, Λp≥0 及 Ξp∈R

q 使

0 ∈∑
m

i= 1
Κp

i 5f
p
i (x

(p ) ) + Λp 5(g p (x
(p ) ) - (Αln l) öp ) + ∑

q

i= 1
Ξp

i a i, (8a)

Λp (g p (x
(p ) ) - Αln löp ) = 0 且 (Κp , Λp , Ξq) ≠ 0. (8b)

据[9, T heo rem 2. 3. 9 ], 有

5f
p
i (x ) Α ∑

l i

k= 1

(e
p f ik

(x )
ö∑

li

k= 1
e

p f ik
(x )

) 5f ik (x ) = ∑
l i

k= 1
Ξp

ik (x ) 5f ik (x ) , (9a)

5(g p (x ) - Αln löp ) = 5g p (x ) Α ∑
l

j= 1

(e
p g j

(x )
ö∑

l

j= 1
e

p g j
(x )

) 5g j (x )
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= ∑
l

j= 1
Λp

j (x ) 5g j (x ). (9b)

故式 (8a)可写成

∑
m

i= 1
Κp

i∑
li

k= 1
Ξp

ik (x
(p ) ) Νp

ik + Λp∑
l

j= 1
Λp

j (x
(p ) ) Νp

j + ∑
q

i= 1
Ξp

i a i = 0,

Νp
ik ∈ 5f ik (x

(p ) ) , Νp
j ∈ 5g j (x

(p ) ) ,

k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m , j = 1, 2, ⋯, l. (10)

　　设 xθ 为{x
(p ) }的极限点, 则存在{p kζ} —→

kζ→+ ∞

+ ∞, 使lim
k→∞

x
(p kζ)

= xθ. 为了书写简单, 记

x
(p kζ)

= x
(kζ)

, Λp kζ = Λkζ
,

Ξkζ

ik (x
(p kζ) ) = Ξkζ

ik , Νp kζ
ik = Ξkζ

ik , k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m ,

Λp kζ
j (x

(p kζ) ) = Λkζ

j , Νp kζ
j = Νkζ

j , j = 1, 2, ⋯, l,

Κp kζ
i = Κkζ

i , Ξp kζ
i = Ξkζ

i , j = 1, 2, ⋯, q.

　　由L ip sch itz 函数的性质和式 (4) , 得{Ξ
kζ

j k }
+ ∞
kζ= 1 , {Λ

kζ

j }
+ ∞
kζ= 1 , {Ν

kζ

ik }
+ ∞
kζ= 1 , {Ν

kζ

j }
+ ∞
kζ= 1 , i= 1, 2, ⋯, m , k =

1, 2, ⋯, l i, j = 1, 2, ⋯, l 存在一个公共收敛子列. 不妨设

Ξ
kζ

ik —→
kζ→+ ∞

Ξ→ik , Λ
kζ

j —→
kζ→+ ∞

Ξ→Λj , Ν
kζ

ik —→
kζ→+ ∞

Νik , Ν
kζ

j —→
kζ→+ ∞

Νj ,

k= 1, 2, ⋯, l i, i= 1, 2, ⋯,m , j = 1, 2, ⋯, l.

令 (Κλkζ
, Λθkζ

, Ξθkζ) =
(Κkζ, Λkζ, Ξkζ)

‖ (Κkζ, Λkζ, Ξkζ‖
. 于是也可设 (Κλkζ

, Λθkζ
, Ξθkζ) —→

kζ→+ ∞

(Κλ, Λθ, Ξθ) , 故有

‖ (Κλ, Λθ, Ξθ)‖= 1, Λθ≥0, Κλ≥0, Ξik∈[0, 1 ], Λj∈[0, 1 ],

k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m , j = 1, 2, ⋯, l, (11a)

且

∑
li

k= 1
Ξik = 1, i = 1, 2, ⋯,m , ∑

l

j= 1
Λj = 1 (11b).

令 kζ→+ ∞, 由L ip sch itz 函数的性质, 引理 4, 式 (10)和式 (11)可得:

∑
m

i= 1
Κλi∑

l i

k= 1
Ξik Νik + Λθ∑

l

j= 1
Λj Νj + ∑

q

i= 1
Ξθ iΑi = 0, (12a)

Νik ∈ 5f ik (xθ) , Νj ∈ 5g j (xθ) ,

k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m , j = 1, 2, ⋯, l, (12b)

Κλ≥ 0, Λθ ≥ 0, 且 (Κλ, Λθ, Ξθ) ≠ 0, (12c)

Ξik ≥ 0, Ξik (f ik (xθ) - f i (xθ) ) = 0, (12d)

k = 1, 2, ⋯, l i, i = 1, 2, ⋯,m ,

Λj ≥ 0, Λj (g j (xθ) - g (xθ) ) = 0, j = 1, 2, ⋯, l. (12e)

由[9. P ropo sit ion 2. 3. 12 ], 式 (12d)和式 (12b)得:

∑
li

k= 1
Ξik Νik = ∑

k∈I i
(xθ)

Ξik Νik ∈ co{5f ik (xθ) ûk ∈ I i (xθ) } = 5f i (xθ) , i = 1, 2, ⋯,m. (13a)

再由定理 1 及 (8b)式, 还有 Λθg (xθ) = 0, xθ∈8 , 则式 (12e)变为:
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ΛθΛj ≥ 0, ΛθΛjg j (xθ) = 0, j = 1, 2, ⋯, l, xθ ∈ 8. (13b)

根据式 (11b)和式 (12c) , 有

(Κλ, ΛθΛ1, ΛθΛ2, ⋯, ΛθΛl, Ξθ) ≠ 0, (Κλ, ΛθΛ1, ΛθΛ2, ⋯, ΛθΛl, ) ≥ 0. (13c)

　　从式 (12a)、式 (12b)、式 (13a)、式 (13b)和式 (13c)可知 xθ 为 (MM N P)的 F. J 点. 证毕.

注记 2　由定理 2 的证明可知: h i ( i= 1, 2, ⋯, q) 为非线性函数时不影响定理的结论. 这里

仅考虑 h i 为线性函数的情形是因为线性等式可以直接处理或消去; 当 l1= l2= ⋯= lm = 1 时,

假设条件 H 1 (xθ) 还可去掉; 当不等式约束个数 l= 1 或无不等式约束时, 假设 in t (X ) ∩S ≠Á
也可去掉.

在定理 2 的条件下, 若{x
(p ) }的极限点 xθ 处满足某种约束规格, 则 xθ 成为问题 (MM N P) 的

K2T 点. 若进一步假设某种 Kuhn2T ucker 充分性条件成立, 则 xθ 还可成为问题 (MM N P ) 的

(弱)有效解. 为此, 先将约束规格CQ 拓广如下:

定义 2　设 x ∈8 , 定义如下系统

SY (x )　0 ∈∑
l

j= 1
Λj 5g j (x ) + ∑

q

i= 1
Ξia i, Λj ≥ 0, g j (x ) Λj = 0, j = 1, 2, ⋯, l.

若 SY (x )无非零解, 则称 x 满足约束规格CQ.

推论 1　若定理 2 中条件成立, 且在 xθ 点满足CQ , 则 xθ 点必为问题 (MM N P)的 K 2T (即 Κλ

≠0).

证明　 由定理 2 知 xθ 点为问题 (MM N P) 的 F. J 点, 若在 xθ 点满足CQ , 则由式 (12a) , 式

(13b)和式 (13c) , 易见 Κλ≠0, 故 xθ 点为问题 (MM N P)的 K2T 点. 证毕.

由推论 1 易证下面的 K2T 点收敛定理.

定理 3 (K2T 点收敛定理) 　 设 x
(p ) 为问题 (MM N P) p 的 K2T 点, p →+ ∞, xθ 是{x

(p ) }的

任一极限点. 如果在 xθ 点假设条件H 1 (xθ)成立, CQ 被满足, 则 xθ 为问题 (MM N P)的 K2T 点.

定理 4 (弱有效点收敛定理)　设 x
(p )为问题 (MM N P)的弱有效解, p→+ ∞, xθ 是{x

(p ) }的

任一极限点. 如果在 xθ 点假设条件H 1 (xθ)成立, CQ 被满足, 并且 f ik (k= 1, 2, ⋯, l i, i= 1, 2, ⋯,

m ) 在 xθ 点广义 Γ2伪凸[ 10 ]和 g j ( j = 1, 2, ⋯, l) 在 xθ 点为广义 Γ2拟凸函数[ 10 ] , 则 xθ 为问题 (MM 2
N P)的弱有效解.

注记 3　若 ( in tX ) ∩S ≠Á , f ik , g j (k = 1, 2, ⋯, l i, i= 1, 2, ⋯, m , j = 1, 2, ⋯, l) 都是凸函

数, 由定理 4 易见: x
(p ) 为问题 (MM N P) p 的弱效解, p →+ ∞, 那么{x

(p ) }的任一极限点都是问

题 (MM N P)的弱有效解. 进一步假设问题 (MM N P)为单目标优化问题 (即m = 1) , 则获得比文

献[7 ]中条件更弱的最优点收敛性结果.
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Convergence of M ax im um En tropy Approx imation for
M ultiobjective M in imax Problem

H u X insheng　S h i B aochang　Z hou J i
(H uazhong U niversity of Sci & T ech. , CAD center, W uhan 430074)

Abstract

In th is paper, w e discu ss the genera l m ax im um en tropy funct ion app rox im at ing m ethod

fo r so lving m u lt iob ject ive m in im ax op t im iza t ion p rob lem to u se T he concep t of app rox im at ing

convergence is p resen ted. Based on th is concep t, the convergence of the m ethod is a lso d is2
cu ssed.

Keywords 　m u lt iob ject ive m in im ax p rob lem , m ax im um en tropy app rox im at ion, conver2
gence.
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