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极大熵方法与指数罚函数
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摘　要　就非线性极大极小问题, 阐明了极大熵方法与指数罚方法的关系. 通过分析

相关H essian 阵的条件数, 对二者进行了对比.
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1　极大熵方法

考虑极大极小问题

m in
x∈R

n
Υ(x ) ≡m in

x∈R
m ax
1≤i≤m

g i (x ) , (1)

其中 g i: R
n→R, i= 1, 2, ⋯,m 连续可微. 因 Υ(x )的不可微性, 问题 (1) 通常属不可微优化范畴.

文[1 ]利用极大熵原理导出一类逼近 Υ(x )的可微函数

Υc (x ) = c- 1 ln∑
m

i= 1

exp [cg i (x ) ], 　c > 0. (2)

易证[ 5 ] lim
c→+ ∞

Υc (x ) = Υ(x ) , 且 0≤Υc (x ) - Υ(x ) ≤c
- 1 lnm , Π x ∈R

n
. 基于该性质, 文[ 1 ]提出求解

极大极小问题 (1) 的算法, 其简单便易、数值效果良好的特点已引起人们的兴趣, 如[ 2- 6 ]. 文

[ 3, 4, 5 ]还研究了算法的性质, 并在一定条件下, 证明了凸规划极大熵方法的收敛性[ 4 ]. 文[ 6 ]

通过应用实例说明了极大熵方法的优点.

2　指数乘子罚方法

将极大极小问题写为如下等价形式

m in
x , u

m ax
l≤i≤m

{g i (x ) - u i}, (3. a)

s. t. 　u i ≤ 0, i = 1, 2, ⋯,m , (3. b)

其中 u= (u 1, u 2, ⋯, um ) T ∈R
m 为附加变量. 利用指数罚函数[ 7, 8 ]

p c [ t; Λ] = c- 1∑
m

i= 1
Λi

[exp (cti) - 1 ], Λ > 0, c > 0, (4)
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消除约束 (3. b)可导出关于 (3)的指数增广L agrange 函数

L c (x , Λ) = Q c [g (x ) ; Λ] = m in
u∈R

m
(m ax

1≤i≤m
{g i (x ) - u i} + p c [u; Λ])

= c- 1 ln∑
m

i= 1

Λiexp [cg i (x ) ], (5)

其中 g = (g 1, g 2, ⋯, gm ) T : R
n→R

m ; Λ= (Λ1, Λ2, ⋯, Λm ) T ∈R
m
+ + 为L agrange 乘子; c> 0 为罚因

子. 根据Berskas 的结果[ 9 ] , 可以构造求解 (3) 的序贯指数乘子罚方法的算法, 记解为 x k+ 1; 并

可应用于求解极大极小问题等复合函数不可微优化问题, 系统阐述可参见文[ 8 ]. 显然, 由式

(2)定义的极大熵函数 Υc (x ) 是指数增广L agrange 函数 (5) 关于乘子 Λ
i
k≡1 ( i= 1, 2, ⋯, m ) 的

特殊情形, 即 Υc (x ) ≡L c (x , e) , 其中 e= (1, 1, ⋯, 1) T ∈R
m
. 文[ 10 ]利用收缩函数概念也得到了

该特殊情况.

设指标集 Α< {1, 2, ⋯,m }且使如下极大极小问题有解:

(PΑ)　m in
x∈R

n
ΥΑ(x ) ≡m in

x∈R
n
m ax

i∈Α
g i (x ) ,

记其最优值为 Υ
3
Α. 对任意 (x , t)∈R

n×R, 定义指标集 K (x , t) = { i: g i (x )≤t, i= 1, 2, ⋯,m }. 引

入如下非退化假设: 对任意 Α1, Α2 < {1, 2, ⋯, m }, 记 x
3
1 , x

3
2 分别为 (PΑ1

) , (PΑ2
) 的最优解, 若

K (x
3
1 , Υ3

Α1
) ≠ K (x

3
2 , Υ3

Α2
) 则 Υ3

Α1 ≠ Υ3
Α2 .

命题　若 g i (x ) , i= 1, 2, ⋯, m 为凸函数且非退化假设成立, 则指数乘子罚方法所生成的

点列{ (x k , Λk ) }的每个聚点 (xθ, Λθ)均是极大极小问题 (1)的最优解和 Kuhn2T ucker 乘子对, 即

Υ(xθ) = [m in
x∈R

n
Υ(x ) ] = ∑

m

i= 1
Λθ i

g i (xθ) , ∑
m

i= 1
Λθ i

= 1. (6)

　　命题的证明利用文[8 ]命题 5. 12 可得. 文[12 ]对不等式约束非线性规划提出一修正指数

乘子罚方法, 在适当条件下的非凸函数情形, 证明了当罚因子 ck 保持较大有限值时, 方法生成

的点列线性收敛列原非凸规划问题的解; 当 ck→+ ∞时, 相应乘子的收敛率是超线性的. 指数

乘子罚方法 (或其它高次乘子罚方法)可以克服二次乘子罚函数方法的某些缺点.

3　Hessian 阵ý 2
x xL ck

(x k , Λk)的条件数

设 g i (x ) ( i= 1, 2, ⋯,m )二次连续可微, 直接运算知

ý 2
x xL ck

(x k , Λk ) = ∑
m

i= 1
Λ�i

k ý 2
g i (x k ) + ck [∑

m

i= 1
Λ�i

k ý g i (x k ) ý g i (x k )
T

　 - (∑
m

i= 1

Λ�i
k ý g i (x k ) ) (∑

m

i= 1

Λ�i
k ý g i (x k ) ) T , (7)

其中

Λ�i
k = Λi

kexp [ckg i (x k ) ]ö∑
m

j= 1
Λj

kexp [ckg i (x k ) ], 　i = 1, 2, ⋯,m. (8)

记

Λ�k = (Λ�1
k , Λ�2

k , ⋯, Λ�m
k ) T

,M�
k = diag (Λ�1

k , Λ�2
k , ⋯, Λ�m

k ) , (9)
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ý 2
x xL 0 (x k , Λk) = ∑

m

i= 1
Λ�i

ký 2
g i (x )

ý g (x k ) = [ý g 1 (x k ) , ⋯, ý gm (x k ) ]
, (10)

则 (7)可写为

ý 2
x xL ck

(x k , Λk ) = ý 2
x xL 0 (x k , Λk ) + ck [ý g (x k ) (M�

k - Λ�k Λ�
T
k ) ý g (x k )

T
]. (11)

对任意 z∈R
n , 记 y = (y

1, y
2, ⋯, y

m ) T = ý g (x k )
T
z , 则

　　z
T ý g (x k ) [M�

k - Λ�k Λ�
T
k ]ý g (x k )

T
z = y

T
[M�

k - Λ�k Λ�
T
k ]y = (+�ky ) 2- [ (+�ky ) T Κυk ]

2
, (12)

其中

Κυk = ( Λ�1
k , Λ�2

k , ⋯, Λ�m
k ) T , +�k = diag ( Λ�1

k , Λ�2
k , ⋯, Λ�m

k ). (13)

由 (8) 及 Λ
i
k > 0 易知 Λ�

i
> 0, 故 (12) , (13) 有意义. 由L agrange 恒等式: 对任意 a= (a1, a2, ⋯,

am ) T , b= (b1, b2, ⋯, bm ) T ∈R
m 成立

‖a‖2 õ ‖b‖2 - (a
T
b) 2 = ∑

j> i

a i bi

a j bj

2

= ∑
j > i

(a ibj - a jbi)
2,

故由 (13)及‖Κυk‖2
= ∑

m

i= 1
Λ�i

k = 1 可得

y
T [M�

k - Λ�k Λ�
T
k ]y = ∑

j > i

Λ�i
k Λ�

j
k (y i - y j ) 2. (14)

设 Χ(x k , Λk , ck )和 # (x k , Λk , ck )分别为ý 2
x xL ck

(x k , Λk )的最小和最大特征值, 则

　Χ(x k , Λk , ck ) = m in
z≠0

z
T ý 2

x xL ck
(x k , Λk ) z

‖z‖2 ≤ m in
z≠0

ý g (x k
) T z = 0

z
T ý 2

x xL 0 (x k , Λk ) z

‖z‖2 , (15)

　# (x k , Λk , ck ) = m ax
z≠0

z
T ý 2

x xL ck
(x k , Λk ) z

‖z‖2

= m in
z≠0

z
T ý 2

x xL 0 (x k , Λk ) z

‖z‖2 + ck m ax
z≠0

z
T ý g (x k ) [M�

k- Λ�kΛ�
T
k ]ý g (x k )

T
z

‖z‖2

= m in
z≠0

z
T ý 2

x xL 0 (x k , Λk ) z

‖z‖2 + ck m ax
z≠0

∑
j > i

Λ�i
k Λ�

j
k (y i - y j ) 2

‖z‖2 . (16)

当 x k→x
3 , Λk→Λ3 (从而 Λ�k→Λ3 ) , (x

3 , Λ3 )满足 (6) , 则 (15)右端项和 (16)右端第一项均有限.

注意到只要 Υ(x )在 x
3 不可微, 便有ý g (x

3 )≠0, 且由 (7)知∑
j> i

Λ3 i

Λ3 j

(y
3 i

- y
3 j

) 2> 0, 故

lim
ck→+ ∞

# (x k , Λk , ck ) öΧ(x k , Λk , ck ) = + ∞. (17)

　　所以, 当 ck 较大时, 无约束优化问题m in
x∈R

n
L ck

(x , Λk ) 是病态的. 指数乘子罚方法可以克服由

病态所带来的困难[ 9 ]. 另一方面, 极大熵方法阐明了指数简单罚函数 Υc (x ) = L c (x , e) 对有限极

大熵函数 Υ(x ) 的一致逼近性质. 当然, 两种算法在求解极大极小问题的数值效果及互补性等

理论研究方面还有待进一步的深入.
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The Rela tion between M ax im um En tropy M ethod and
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Abstract

T he rela t ion betw een the m ax im um en tropy m ethod and the exponen t ia l pena lty funct ion

m ethod is ana lysed in th is paper.

Keywords　m ax im um en tropy m ethod, exponen t ia l pena lty funct ion, m in im ax p rob lem ,

nondifferen t iab le p rogramm ing.
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