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摘　要　本文主要介绍随机过程样本轨道、H aw kes 模型、统计自相似集、统计自仿射

集的测度性质, 同时也将介绍一些离散分形的结果. 文中还列出一些尚未解决的问题.

关键词　H ausdo rff 维数, Pack ing 维数, H ausdo rff 测度, Pack ing 测度, Stab le 过程.

分类号　AM S (1991) Z8A 78, 28A 80, 60J30öCCL O 174. 12

随机分形的研究始于 1940 年左右, 虽然那时还没有这个词. Pau l L évy 是这方面工作的

开创者. 他首先研究B row n 运动的轨道性质, 后来Besicovitch 和 T aylo r 加入这个行列. 综

合他们三人的工作可得出B row n 运动的零集的H au sdo rff 维数是 1ö2 ( [4 ], [ 25 ]). 这大概是

随机分形方面最早的结果了. 目前随机分形的研究主要集中在以下四个方面:

1　随机过程样本轨道的分形性质;

2　几类典型随机集的分形性质 (如随机递归集, 康托集的随机重排) ;

3　分形上随机过程的构造;

4　离散分形.

1　随机过程样本轨道的分形性质

文中用 Υ- m , Υ- p 分别表示由测度函数 Υ产生的 H au sdo rff, pack ing 测度, 用 dim 和

D im 分别表示 H au sdo rff 和 pack ing 维数, 用dim B 和dim B 分别表示下和上 box2coun t ing 维

数.

随机过程样本轨道的分形性质的主要研究对象是L évy 过程, 高斯场和稳定场等. 在

L évy 过程中, 研究得最多的是它的一类特例: Stab le 过程. 众所周知, B row n 运动和Cauchy

过程都是 Stab le 过程的特例. Stab le 过程轨道分形性质 (包括维数问题与测度问题) 已基本上

解决了. B row n 运动的相应问题解决得更彻底, 但对一般L évy 过程的研究还比较粗糙, 还有

不少有意义的问题可做. 轨道的分形性质主要是指随机过程的像集, 逆像集, 图集, 重点集

的维数和测度性质, 当然也包括碰撞等问题. 下面介绍一些经典结果和尚待解决的问题.

M cKean 在[27 ]证明了: 若记 X
Α, d是取值于 R

d 的指数为 0< Α≤2 的 stab le 过程, 则 dim

(X
Α, 1 ( [0, 1 ]) ) = m in (Α, 1) a. s. , 其中 X (E ) = {y = X ( t) : t∈E }是过程 X 在 E 上的像集. 仿
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M cKean 的证明可得到

dim (X
Α, d ( [0, 1 ]) ) = D im (X

Α, d ( [0, 1 ]) ) = m in (Α, d )　a. s.

特别地, 若 Α< d , Α≠1, 定义

Υ(h ) =
h Αlogû loghû , 如果X Α, d为A 型 stab le 过程,

h Α( logû loghû ) 1- Α, 如果X Α, d为B 型 stab le 过程,

则总存在常数 c> 0, 使得对几乎所有的 Ξ有:

Υ- m (X Α, d ( [0, 1 ]) ) = ct, 　t> 0.

若X
1, d为对称Cauchy 过程, 则X

1, d的像集 X
1, d ( [0, 1 ])的确切H au sdo rff 测度函数为:

Ω(h ) =
h (û loghû ) ( log logû loghû ) , d = 1,

h logû loghû , d≥2.

以上二结果均来自于[33 ].

P ru it t 和 T aylo r[ 30 ]在上述结果发表十年后证明了: 对于不对称的 Cauchy 过程 X
1, d (d≥

2) , 其像集的确切H au sdo rff 测度函数为 höû loghû , h< e
- 1.

1985 年 T aylo r 和 T rico t [ 36 ]提出了pack ing 维数和pack ing 测度的概念, 并证明了取值于

R
d (d≥3)的B row n 运动B

d ( t)满足:

(h
2ölogû loghû ) - p (B d ( [0, 1 ]) ) = Κd a. s. , Κd > 0 为常数.

随后, T aylo r 在[ 35 ]中证明了 stab le 过程 X
Α, d (Α< d , Α≠2) 的像集的 pack ing 测度非零

即∞, 而且

hΑg (h ) - p (X Α, d ( [0, 1 ]) ) =
0

∞
a. s. 当∫0+

g 2 (h )
h

d h
< ∞,

= ∞,

其中 g (h )为一测度函数.

平面上B row n 运动的性质比较特殊, L eGall 和 T aylo r
[ 6 ]证明了:

s2û logsûh (s) - p (B 2 ( [0, 1 ]) ) =
0

∞
a. s. 当∑

k

h (2
- 2k

)
< ∞,

= ∞,

其中 h (s)为测度函数.

而对X
Α, 1 (1< Α≤2)的零集 Z , 其确切H au sdo rff 测度函数为 s

1- 1
Α ( logû logsû )

1
Α ( [37 ]) , 其

pack ing 测度非零即∞, 且

s
1- 1

Αh (s) - p (Z ∩ [0, 1 ]) =
0

∞
a. s. 当∫0+

h 2 (s)
s

d s
< ∞,

= ∞,

其中 h (s)为测度函数[ 5 ].

T aylo r 在 [ 34 ]中研究了B row n 运动的零集和图集的 H au sdo rff 维数, 其后B lum en tha l

和 Getoo r
[ 5 ]找到了直线上对称稳定过程的零集和图集的 H au sdo rff 维数. J a in � 和 P ru it t

[ 19 ]

则找到了 t ran sien t 稳定过程的图集的确切H au sdo rff 测度函数, 而直线上常返稳定过程的图

集的确切H au sdo rff 测度函数的结果则来自于 P ru it t 和 T aylo r 工作[ 29 ]
. 不对称Cauchy 过程

的图集的H au sdo rff 测度则分别在[ 30 ], [ 14 ]中被 P ru it t 和 T aylo r, H aw kes 解决. 1988 年

R ezakhen lou 和 T aylo r
[ 31 ]合作研究了稳定过程的图集的 pack ing 测度.

令 (G rX ) (E ) = { (s, X (s) ) : s∈E }是过程 X ( t) 在集合 E 上的图集, 简记 (G rX ) ( t) =
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(G rX ) ( [0, t) ). 如前, 设 X
Α, d是取值于 R

d 的指数为 Α的稳定过程, 则存在常数 c= c (Α, d ) > 0

使得对几乎所有 Ξ有

Υ- m ( (G rX
Α, d ) ( t) ) = ct, Π t> 0,

其中

　　Υ(s) =

s
2- 1

Α ( logû logsû )
1
Α, d = 1, 1< Α≤2,

s, 　　　　　 Α≤m in (1, d ) , X
Α, d不为不对称Cauchy 过程,

sΑlogû logsû , 　　 d > Α> 1,

s
û logsû

(s< e
- 1) , Α= 1, X

Α, 1为严格不对称Cauchy 过程.

至于相应的 pack ing 测度问题, 除了对称 Cauchy 过程和平面上的B row n 运动外, 其余

的稳定过程的图集的 pack ing 测度都已被解决[ 31 ].

对于X
Α, 1 (1< Α≤2) , 若令 Υ( t) = t

2- 1öΑΩ( t) , Ω( t)为测度函数, 则有:

Υ- p ( (G r (X
Α, 1) ) ( [0, 1 ]) ) =

0

∞
a. s. 当∫0+

Ω2 ( t)
t

d t
< ∞,

= ∞.

对X
Α, d (d≥2, 1< Α< 2) , 令 Υ( t) = t

ΑΩ( t) , Ω( t)如上, 则

Υ- p ( (G rX
Α, d ) ( [0, 1 ]) ) =

0

∞
a. s. 当∫0+

Ω2 (s)
s

d s
< ∞,

= ∞.

对于B
d ( t) (d≥3) , 则有

Υ- p (G rB
d ) (E ) = L (E ) , Υ( t) = t

2 ( logû log tû ) - 1,

其中 E < [0, 1 ]为Bo rel 集,L (·) 表示L ebesgue 测度. 对 X
Α, d (Α< 1≤ d ) , 令 Υ( t) = t, 则对任

意的Bo rel 集 E < [0, 1 ], Υ- p (G rX
Α, d ) (E ) = L (E ).

上述结果均来自[31 ].

令L k = {x ∈R
d
, x 为 X

Α, d的 k 重点}. T aylo r
[ 32 ]和 F risted t

[ 8 ]找到了对称稳定过程的重点

集的维数:

d = 3: 　dimL 2= 2Α- 3, 当 Α>
3
2

,

d = 2: 　dimL k = kΑ- 2 (k - 1) , 当 Α> 2 (1-
1
k

) ,

d imL c= 2 (c 为连续集的势) , 当 Α= 2,

d = 1: 　dimL k = kΑ- (k - 1) , 当 1≥Α> 1-
1
k

.

他们的证明方法也可导出D imL k = dimL k , 所以在上述各情形中, L k 都是 fracta l. 很自然地,

人们希望考虑L k 的测度问题. 令

D k = { ( t1, t2, ⋯, tk ) : 0≤t1< t2< ⋯< tk }}.

在 B (D k )上定义测度 Αk:

Αk (A ) = ∫A
∆0 (B ( t1) - B ( t2)⋯∆0 (B ( tk- 1) - B ( tk ) ) d t1 ⋯d tk ,

其中A ∈B (D k ) , B ( t) 为布朗运动, ∆0 (x ) = 1 当 x = 0, 否则为 0. 令 Βk (B ) = Αk ({ ( t1, ⋯, k ) ∈

D k: B ( t1)∈B }) , L eGall
[ 22 ]证明了: 对B

2 ( t)而言, 若 k≥2 且
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h k (x ) = x
2 [ log1öx ( log loglog1öx ) ]

k
,

则存在正常数 ck , ck′使对 a. s. Ξ, 对任意 F < B (B
2) ,

ck Βk (F )≤hh k - m (F∩L k)≤c
′
k Βk (F ).

对B
3 ( t)而言, 若 Υ(x ) = x ( log log1öx ) 2

, 则存在正常数 c, c′使对 a. s. Ξ, 对任意 F < B (R
3) , 有

cΒ2 (F )≤Υ- m (F∩L 2)≤c′Β2 (F ).

T aylo r 猜想:

(1)　对B
3 ( t)而言,

h r (Χ) - p (L 2) =
∞, Χ≥0,

0, Χ< 0,

对B
2 ( t)而言,

h 2 (Χ) - p (L k ) =
∞, Χ≥k

0, Χ< k.

　　 (2) 　设 X
Α, d是对称稳定过程, 如果 Α> d (1- 1ök ) , Γ= kΑ- d (k - 1) > 0, 则对几乎所有

Ξ,

h Γ(Β) - m (L k ) =
∞, Β> 0,

0, Β≤0,

且

h Γ(Β) - p (L k ) =
∞, Β≥- kö2,

0, Β< - kö2.

一般从属过程 (genera l subo rd ina to r)的像集的测度函数问题均已解决.

设 X ( t) 为一般的从属过程 (即 X ( t) 是实值的单调上升的平稳独立增量过程, 还假设 X

( t) = 0) , 则

E e
- ΚX ( t)

= e
- tg (Κ)

, g (Κ) = ∫
∞

0
(1 - e

- Κr) Τ(d r) ,

其中 Τ是X 的L évy 测度. 令 Γ为 g 的逆函数, 定义

h ( t) =
logû log tû

Γ( t
- 1

logû log tû )
,

再令 f 为 h 的逆函数 (当 t 在 0 附近时). 则[9 ]证明了:

当 Τ(0, ∞) = ∞, 有 f - m (X ( [0, 1 ]) ) = cs, s≥0, c> 0 是常数.

[ 10 ]则证明了: 设 Υ为一个测度函数, 再令Ω为 Υ的逆, 且 Y 1 和 Y 2 为两个相互独立同分布的

一般从属过程, 他们的L évy 测度为 Τ, 于是 Υ与 Ω只有下列三种可能:

(1)　∫
t

0
x Τ[Ω(x ) , ∞) 2

d x < ∞且lim
t↓0

t
Ω( t)∫

Ω( t)

0
x Τ(d x ) = 0

] lim sup
t↓0

Υ(Y 1 ( t) ∧ Y 2 ( t)
t

= 0 a. s. ;

(2)　∫
t

0
x Τ[Ω(x ) , ∞) 2

d x < ∞且 0 < lim sup
t↓0

t
Ω( t)∫

Ω( t)

0
x Τ(d x ) < ∞

] lim sup
t↓0

Υ(Y 1 ( t) ∧ Y 2 ( t)
t

= k a. s. , 0 < k < ∞;

(3)　∫
t

0
x Τ[Ω(x ) , ∞) 2

d x = ∞或lim sup
t↓0

t
Ω( t)∫

Ω( t)

0
x Τ(d x ) = ∞
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] lim sup
t↓0

Υ(Y 1 ( t) ∧ Y 2 ( t)
t

= ∞ a. s.

进而[10 ]证明了:

Υ- p (X ( [0, 1 ]) ) =

0, (1)成立,

c, (2)成立 (0< c< ∞) ,

∞, (3)成立.

T aylo r 在[35 ]中研究了L évy 过程像集的 pack ing 维数, P ru it t 在[28 ]中给出了L évy 过

程像集的H au sdo rff 维数. 它们不一定相等. 可以找到一个L évy 过程 X ( t) 使 dim X ( [ 0, 1 ])

< D imX ( [ 0, 1 ]) , 因此 X ( [ 0, 1 ]) 不是 fracta l. 很自然地, 我们会问到L évy 过程像集的测度

问题, 下面两个问题是 T aylo r 提出的:

(1)　对任一个 R
d 中的L évy 过程, 往证存在测度函数 Υ, 使 Υ- m (X ( [0, 1 ]) )有限非零,

并给出 Υ的构造.

(2)　设X 为一L évy 过程, X 的L évy 测度是无穷且X 不含B row n 运动成份, 在什么条

件下, 可以找到一个测度函数 Υ, 使 0< Υ- p (X ( [0, 1 ]) ) < ∞ a. s. ?

至于一般L évy 过程的重点集的存在性已基本解决, 但维数问题和测度问题尚未解决.

称一个随机场{X
(N , d , Χ) ( t) = (X 1 ( t) , ⋯, X d ( t) ) , t∈R

d
, X i ( t) ∈R, 1≤i≤d }为 (N , d , Χ) 高

斯场, 如果 EX i ( t) = 0 且 R i (s, t) = E {X i (s) X i ( t) }=
1
2

(‖ t‖2+ ‖s‖2- ‖ t- s‖2). 关于

X
(N , d , Χ)的全面的结果可参见[1 ] (A dler). 现仅罗列像集和图集维数方面的结果:

d im (A ) = D im (A ) = m in (d ,
2N
Χ ) ,

d im (B ) = D im (B ) =

2N
Χ ,

2N
Χ < d ,

N + d (1 -
1
2

Χ) , 反之,

其中A 为X
(N , d , Χ)的像集,B 为图集.

关于高斯场像集的测度函数尚无结果, 即使在N = 1 的情形也没有. 关于高斯过程

X
(N , d , Χ) 的重点集也没见到任何结果. Kahane

[ 20 ]证明了X
(1, 1, Χ) (0< Χ< 2)的水平集的H au sdo rff

维数为 1- 1ö2Χ. D avis
[ 6 ]则给出了一类高斯过程 X ( t) 的零集的确切H au sdo rff 测度函数为 Υ

(h ) = h
1- Α( logû loghû ) Α, 如果

E (X ( t + h ) - X ( t) ) 2
= 4∫

∞

- ∞
sin

2 ( 1
2

Κh ) f (Κ) d Κ,

其中 f (Κ) = a
2Α # (a+ 1ö2)

# (1ö2) # (Α)
(Κ2 + a

2) - (Α+ 1ö2)
, a > 0, 0< Α< 1ö2 为常数. 但他未能建立零集的

H au sdo rff 测度与过程的局部时之间的关系. 自然地, 可考虑水平集的 pack ing 维数和测度.

关于由稳定场产生的随机场的分形性质可参见 Ehm
[ 7 ]

.

在随机过程轨道的分形性质研究方面, 国内同行也有不少工作, 可参见 [ 26 ], [ 38 ],

[ 41 ], [ 43 ]等.

如果 E , F 是两个分形集, E ×F 仍是一个分形集, 其投影则不一定是分形集. 今考虑两

个随机过程轨道乘积的投影的分形性质. 一般而言, 如果 Υi- m (E i) ( i= 1, 2) 是非零有限的,
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则

Υ1Υ2- m (E 1×E 2)≥cΥ1- m (E 1) Υ2- m (E 2) , c> 0 为常数,

但无上界结果. 如果 Ωi- p (E i) ( i= 1, 2)有限非零, 则

Ω1Ω2- p (E 1×E 2)≤c′Ω1- p (E 1) Ω2- p (E 2) , c′> 0 为常数,

但无下界结果. 因此研究轨道乘积的H au sdo rff, pack ing 测度也是很有意义的. [ 16 ]证明了:

1　如果X 1, X 2 是 R 上指数为 0< Α1, Α2< 1 的稳定从属过程, 则A = X 1 ( [0, 1 ])×X 2 ( [0,

1 ]) 具有有限的 Υ2H au sdo rff 测度. 若 Α1+ Α2≤1ö2, A 在 y = x 上的投影为分形集且也具有有

限的 Υ2H au sdo rff 测度, 其中 Υ( t) = t
Α1+ Α2 ( logû log tû ) 2- Α1- Α2.

2　若 Ω( t) = t
Α1+ Α2h ( t) , h ( t)为测度函数, 则

Ω- p (A ) =
0

∞
a. s. 当∫0+

h 2 (s) û logh (s) û
s

d s
< ∞,

= ∞.

2　几类典型随机集的分形性质

1. Hawkes 模型

1954 年Besicovitch 和 T aylo r
[ 4 ]研究了一类紧致集, 它们是通过从单位区间[ 0, 1 ]中移走

可数个不相交的开区间而得到的 (这些开区间的长度之和为 1). 具体而言, 令{ I n}是[ 0, 1 ]中

两两不交的开区间列, an= û I nû , n∈N, 令 K = [0, 1 ]- ∪n I n , 定义

Α(7 ) = lim inf
n

Αn (Αn 满足 n
rn

n
)

Αn = 1, rn = ∑
s≥n

a s) ,

Β(7 ) = inf{Β > 0: ∑
n

a
Β
n < + ∞}, 7 = {an}n≥1.

Besicovitch 和 T aylo r 证明了

0≤dim (K )≤Α(7 )≤Β(7 ).

当 I n 们的取法是随机的, 类似的构造就给出一个随机集. H aw kes
[ 15 ]首先给出这类集的准确

定义: 设{cn}为一单调下降序列且∑ncn= 1. 在概率空间 (8 , F , P ) ≡ ( [ 0, 1 ]
N, B [ 0, 1 ]N,L

N)

(L 是[0, 1 ]上的L ebesgue 测度)上定义

K (Ξ) = [0, 1 ]- ∪nJ n (Ξ) ,

其中 J (Ξ) = ( l (Ξ) , l (Ξ) + cn) , l (Ξ) = ∑
n∈Q (Ξ)

cn ,Q n (Ξ) = {m , Ξm < Ξn}, Ξ= (Ξ1, ⋯).

H aw kes 证明了: d im (K (Ξ) ) = Α(7 ) a. s. [ 34 ]则证明了D im (K (Ξ) ) = Β(7 ) a. s. . 当

{cn}为康托序列时, 我们 ( [33 ], [ 34 ])得到更细致的结果:

( 1) 　若 Υ(s) = s
Α( logû logsû ) 1- Α

, Α= log2ölog3, 则 0< c1< Υ- m (K (Ξ) ) < c2< ∞ a. s. ,

c1, c2> 0 为常数.

(2)　若 h (s)为一测度函数, Α= log2ölog3, 则

s
Α
h (s) - p (K (Ξ) ) =

0

∞
当∫0+

h 2 (s)
s

d s
< ∞,

= ∞.

　　2. 统计自相似集合
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H u tch in son 在[ 18 ]中研究了自相似集, 得到了它的H au sdo rff 维数及确切函数, 目前关

于自相似集的结果已比较完整. 1987 年 Graf
[ 12 ]在H u tch in son 模型的基础上, 构造了统计自

相似集 (sta t ist ica lly self sim ila r sets) , 现将其定义简述如下:

设X 是完备可分距离空间, con (X ) ≡{S : X →X , L ip (S ) < 1}, 在其中赋以逐点收敛的拓

扑 G, Λ是 B (con (X )N )上的概率测度. 令C = {0, 1, ⋯,N - 1}
N0 , N0= {0}∪N, C q= {0, 1, ⋯,

N - 1}q, q≥1, C 0= {Á }. Π Ρ= (Ρ0, ⋯, Ρq- 1) ∈C q, 定义 Ρû n= (Ρ0, ⋯, Ρn- 1) (n≤q) , Ρ3 i= (Ρ0,

⋯, Ρq- 1, i) , 0≤i ≤N - 1. 现设D = ∪
q∈N0

C q, 8 = (con (X )N ) D , 对 8 中之 Ξ, 用如下方法表示:

Ξ= {ΞΡ: Ρ∈D }, ΞΡ= (S Ρ3 0, ⋯, S Ρ3 (N - 1) )∈con (X ) N
.

注意, 给定 8 中一个元素 Ξ 当且仅当Π Ρ∈D , 给定了 X 中N 个压缩映射, S Ρ3 0, ⋯, S Ρ3 (N - 1).

最后定义

K ≡K (Ξ)≡∩
q∈N0

∪
Ρ∈Cq

S Ρû1. ⋯. S Ρû (q+ 1) (X ).

Graf 证明了: 若X < R
d 紧且 (con (X ) )N 中 (关于 Λ)几乎所有的点都是相似映射且满足一定的

条件, 则 dim (K (Ξ) ) = Α对 ΛD
a. s. 成立, 其中 Α满足∫∑

N - 1

Θ= 0
L ip (S

Α
Θd Λ(S 0, ⋯, S N - 1) = 1. 再加

一些可接受的条件, Graf 还证明了对几乎所有的 Ξ(ΛD )而言, 0< s
Α
- m (K (Ξ) ) < ∞.

当 Ξ∈8 3 ≡{Ξ= (ΞΡ≡ΞÁ , Ρ∈D ) }时,

d im (K (Ξ) ) = Β, 0< s
Β
- m (K (Ξ) ) < ∞,

其中 Β是∑
N 1

i= 0
L ip (S i)

Α
= 1 的唯一解. M au ld in 等在[13 ] 中从另一角度定义了统计自相似集,

并在一定的条件下求得了其确切H au sdo rff 函数:

设 (8 , F , P ) 为任一概率空间, 给定 Rd 上的一族随机集

J = {J Ρ (Ξ) : Ρ∈D },

它满足以下条件:

(1)　J Á (Ξ) = A a. s. , Π Ρ, J Ρ (Ξ) < A a. s. , 其中A 为紧致集, A 的内集的闭包等于A .

如果 J Ρ (Ξ) 非空, 则 J Ρ (Ξ) 与 J Á (Ξ) 几何相似;

(2)　对每个 Ρ∈D 和几乎所有的 Ξ, J Ρ3 0, ⋯, J Ρ3 (n- 1) 为 J Ρ 的互不重叠的子集;

(3)　 随机向量族{ΣΡ ≡〈T Ρ3 0, ⋯, T Ρ3 (N - 1)〉, Ρ ∈D } 是独立同分布的 (其中 T Ρ3 i (Ξ) =

diam (J Ρ3 i) öd iam (J Ρ (Ξ) ) , 如果 J Ρ (Ξ) 非空. 总假设 T Á (Ξ) = d iam (J Á ) , d iam (B ) 为B 的直

径).

现在定义

K (Ξ) ≡∩
∞

n= 1
∪

Ρ∈Cn

J Ρ (Ξ).

M au ld in 等证明了, 在一定条件下, 对几乎所有 Ξ, Υ( t) = t
Α( logû log tû ) Η 为 K (Ξ) 的确切

H au sdo rff 函数, 其中 Α= inf{Β > 0: E ( ∑
N - 1

n= 0
T

Β
n ) = 1}, Η= 1- Αöd.

3. 统计自仿射集

对一般自仿射集的研究还不完整. Fa lconer, Bedfo rd 等人在这方面有一些工作. Gat2
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zou ras 和L alley
[ 11 ]构造了统计自仿射集 (sta t ist ica lly self aff ine sets) , 并得到了其上和下 box2

coun t ing 维数, 而且证明了它们在一般情形下不相等.

3　在分形上构造随机过程

目前, 在一个分形集上构造随机过程通常有两种方法, 第一种途径是: 定义一族取值于

分形集的函数, 它们的全体记为 8 ≡{Ξ( t) }, 再定义概率空间 (8 , F , P ) , 最后构造随机过程:

X ( t, Ξ) = Ξ( t). 这个分形集通常为一个递归集, 如 Sierp in sk i Gasket, 而这个随机过程通常为

B row n 运动, 自回避过程或自相似扩散过程, 见[21 ]. 第二种途径是: 利用D irichelet fo rm s,

也就是说, 首先在分形集上定义一个算子半群, 然后, 用它们构造随机过程, 见[42 ].

4　离散分形

经典的分形理论在引进新的维数与测度概念后, 得以进一步刻画L ebesgue 零测集. 但经

典维数如 H au sdo rff 维数和 pack ing 维数, 都不能区别可数集的内涵, 因为任何可数集的

H au sdo rff 和 pack ing 维数都是零. 为了研究不同可数集的内涵, 有必要引进离散维数的概

念. Barlow 和 T aylo r
[ 3 ]做了开创性的工作, 并定义了离散的 H au sdo rff 和 pack ing 维数及测

度, 并且证明了暂留的严稳定的指数为 Α的随机徘徊的像集是维数为 Α的离散分形. 具体而

言, 设{U n , n≥1}是一列独立同分布的随机变量列, 取值于 Z
d (d ≥3) , Z 为整数集, 则 X n

≡∑
n

i= 1
U i 就定义了 Z

d 上的一个随机徘徊. 当它满足下列条件时,

(1)　E (U i) = 0, i≥1;

(2)　X n 是暂留的, 即ûX nû→∞ a. s. ;

(3)　G (x , y )≡E
x
{# of n w ith X n= y }满足

c1

ûx - y û d - Α≥G (x , y )≥
c2

ûx - y û d - Α,

其中 c1, c2 为常数, x ≠y , Α∈ (0, 2 ];

(4)　设U i 的分布在具有指数为 Α的稳定律的吸引场内; 则 X n 的像集的 H au sdo rff 和

pack ing 维数均为 Α[ 3 ]
.

本文作者和胡迪鹤[ 17 ]则证明了: 若{X n , n≥1}为满足 (4)的取值于 Z 的常返随机徘徊 (1<

Α< 2) , 则它的零集的H au sdo rff 和 pack ing 维数是 1- 1öΑ.
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The m easure properties of random fracta ls

H u X iaoy u
( Inst. A pp l. M ath. , T he Ch inese A cadem y of Sciences, Beijing 100080)

Abstract

T h is paper d iscu sses the m easu re p ropert ies of the sam p le pa thes of stochast ic p rocess2
es, H aw kes m odel, sta t ist ica lly self2sim ila r sets and sta t ist ica lly self2affine sets, and som e

resu lts on discrete fracta ls as w ell. Som e open p rob lem s are a lso p ropo sed.
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