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球面上的点在连续映射下的性质Ξ

刘宇红
(吉林农业大学 , 长春 130118) 　

付　军
(四平师范学院 , 136000)

摘　要　本文应用 Smith周期变换理论 ,根据球面在周期变换下的指数 ,对球面上的

点在连续映射下的性质作了进一步探讨 ,从而丰富了Borsuk2Ulam定理.
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1　引　言

1933年 Borsuk2Ulam证明了从球面 S
m 到欧氏空间 R

m 的连续映射 f ,至少有一点 x ∈

S
m

,使得 f ( x ) = f ( - x) .从此 ,人们在这方面做了大量的工作 ,其结果都是推广了 Borsuk2U2
lam定理.为进一步丰富原定理的内容 ,本文应用 Smith周期变换理论 ,对球面上的点在球面

到特殊流形的连续映射下的性质做了进一步探讨.

引理 1
[4 ]　若 t 是球面 S

m 上周期为 n的无定点周期变换 ,素数 P整除 n ,则

I ( S
m

; Zp) = m + 1 .

引理 2
[4 ]　设 X , Y 是弧连通的 Hausdorff空间 , T 是 X , Y 上无定点周期变换群 , f : X →

Y 是关于 T 的协变映射 ,则 I ( X , T) ≤I ( Y , T) .

2　主要结果

定理 1　设 f : S
m → S

n ×S
n ×⋯×S

n (δ个 S
n的乘积) 是一连续映射 , f = ( f 1 , f 2 , ⋯,

fδ) , m > n , t 是 S
m 上周期为 2的无定点周期变换 ,则至少有一点 x ∈ S

m
,使得等式

∑
δ

i = 1
f i ( x ) = ∑

δ

i = 1
f i ( t x )

成立.

证明 　假设不存在点 x ∈ S
m

,使得等式∑
δ

i = 1

f i ( x ) = ∑
δ

i = 1

f i ( t x ) 成立 ,令

　　　　　　　　　 ~f : S
m → S

n
,

~f ( x ) =
∑
δ

i = 1
f i ( x ) - ∑

δ

i = 1
f i ( t x )

| ∑
δ

i = 1

f i ( x ) - ∑
δ

i = 1

f i ( t x ) |

.
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由于 f = ( f 1 , f 2 , ⋯, fδ) 是连续映射 ,所以 ~f 亦为连续映射 ,令

t : S
n → S

n
,

　t ( y) = - y ,

则 t 是 S n上周期为 2的无定点周期变换 ,并且

~f ( t x ) =
∑
δ

i = 1
f i ( t x ) - ∑

δ

i = 1
f i ( x )

| ∑
δ

i = 1

f i ( t x ) - ∑
δ

i = 1

f i ( x ) |

= t ~f ( x) ,

即 ~f : S m → S n关于 t 协变 ,由引理 1和引理 2有

m + 1 = I ( S m ; Z2) ≤ I ( S n ; Z2) = n + 1 ,

即 m ≤ n ,这与假设 m > n矛盾 ,故定理得证.

推论 1　设 f : S m →S n ×S n ×⋯×S n (δ个 S n之积) 是一连续映射 , f = ( f 1 , f 2 , ⋯, fδ) ,

m > n , t是 S m上的对径映射 ,则至少有一点 x ∈S m ,使得等式∑
δ

i = 1
f i ( x ) = ∑

δ

i = 1
f i ( - x ) 成立.

定理 2　设 f : S m →S n ×S n ×⋯×S n ×R n +1 ×R n +1 ×⋯×R n +1 (δ1个 S n和δ2个 R n +1

之积) 是一连续映射 , t是 S m上周期为2的无定点周期变换 , m > n , f = ( f 1 , f 2 , ⋯, fδ
1

, fδ
1

+1 ,

⋯, fδ
1 +δ2

) ,则至少存在一点 x ∈ S m ,使得等式

∑
δ

1
+δ

2

i = 1
f i ( x ) = ∑

δ
1

+δ
2

i = 1
f i ( t x )

成立.

证明 　假设不存在点 x ∈ S m ,使得等式

∑
δ

1
+δ

2

i = 1
f i ( x ) = ∑

δ
1

+δ
2

i = 1
f i ( t x )

成立.令

~f : S m → S n ,

~f ( x ) =
∑
δ

1
+δ

2

i = 1

f i ( x ) - ∑
δ

1
+δ

2

i = 1

f i ( t x )

| ∑
δ

1
+δ

2

i = 1
f i ( x ) - ∑

δ
1

+δ
2

i = 1
f i ( t x ) |

.

由于 f 连续 ,所以 ~f 亦连续 ,令

t : S n → S n ,

　t ( y) = - y ,

则 t 是 S n上周期为 2的无定点周期变换 ,并且

~f ( t x ) =
∑
δ

1
+δ

2

i = 1
f i ( t x ) - ∑

δ
1

+δ
2

i = 1
f i ( x )

| ∑
δ

1
+δ

2

i = 1
f i ( t x ) - ∑

δ
1

+δ
2

i = 1
f i ( x ) |

= t ~f ( x ) ,

即 ~f : S m → S n关于 t 协定 ,由引理 1和引理 2有
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m + 1 = I ( S m ; Z2) ≤ I ( S n ; Z2) = n + 1 ,

即 m ≤ n ,这与假设 m > n相矛盾.故定理得证.

推论 2　设 f : S m →S n ×S n ×⋯×S n ×R n +1 ×⋯×R n +1 (δ1个 S n和δ2个 R n +1之积)

是一连续映射 , m > n , f = ( f 1 , f 2 , ⋯, fδ
1

, fδ
1

+1 , ⋯, fδ
1

+δ
2
) , t是 S m上的对径映射 ,则至少有

一点 x ∈ S m ,满足

∑
δ

1
+δ

2

i = 1
f i ( x ) = ∑

δ
1

+δ
2

i = 1
f i ( - x ) .

3　讨 　论

由于球面 S n可以嵌入到 R n +1中作为子流形 ,设 i : S n → R n +1为恒同映射 ,由推论 1 :当δ

= 1 , n = m - 1时 , f : S m →S n是连续映射 ,则至少存在一点 x ∈S m ,使得 f ( x ) = f ( - x ) .

令

~f = i . f : S m → R n +1 = R m ,

则至少有一点 x ∈ S m ,使得 ~f ( x) = ~f ( - x) .由推论 2 :当δ1 = 0 ,δ2 = 1 , n = m - 1时 ,

f 是从 S m到 R m的连续映射 ,则至少存在点 x ∈S m ,使得 f ( x ) = f ( - x) .从而定理 1和定理

2推广了 Borsuk2Ulam定理 ,并使原定理内容更加丰富.
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The Property of the Point on Sphere Under
Continuous Mapping
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Abstract

The property of the point on sphere under continuous mapping is discussed with Smith cycle

t ransformation theory and the index under cycle t ransformation on sphere. Then the Borsuk2Ulam

theorem is extended widely.
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