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抽象空间混合型微分2积分方程两点边值问题的解 Ξ

张 　克 　梅
(曲阜师范大学数学与计算机科学系 , 273165)

摘 　要 　本文利用混合单调算子理论及 Mönch 的一个结果 ,得到了一类微分方程两

点边值问题的解.
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1 　前 　言

本文在 Banach 空间内研究了下列混合型微分方程两点边值问题 :

- u″= f ( t , u , u , T u , S u) ,

u (0) = u (1) = θ.

　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　 　　　　 　　 　　 　　 　　 　　　　 　　　　　　 　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　 us s

若上式中的四个不等式均为等号 ,则称τ0 , w 0 为问题 (1) 的拟解对. 设τ0 , w 0 为 (1) 的拟解对.
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若对 (1) 的任意拟解对τ, w ,均有τ0 ( t) ≤τ( t) , w ( t) ≤w 0 ( t) , Π t ∈I ,则称τ0 , w 0 为 (1) 的

最小 ,最大拟解对. 若 x ∈C2 [ I , E ]满足 (1) ,则称 x 为 (1) 的一个解.

引理 1[2 ] 　设 H < C[ I , E ] 是有界的 ,等度连续的 ,则α( H) = max
t ∈I

α( H ( t) ) ,α( H) =

α( H ( I) ) ,其中α为 Kuratowski 非紧性测度 , H ( t) = { x ( t) | x ∈ H} < E.

引理 2[3 ] 　设 E 是一个可分的 Banach 空间 ,β(·) 是 E 上的 Hausdorff 非紧性测度 , J =

[ a , b ] ,设{ x n} :J → E为一连续抽象的函数列 ,若存在函数μ∈L 1 [ a , b ] ,使得 ‖x n ( t) ‖≤

μ( t) , t ∈J , n ∈N ,则φ( t) = β({ x n ( t) | n ∈N } ) 是可积的 ,且β({∫
b

a
x n ( t) | n ∈N } )

≤∫
b

a
φ( t) dt .

引理 3[4 ] 　设 E 为 Banach 空间 , K < E 为闭凸集 , F : K →K 连续. 若对某个 x ∈K , K 中

任一可数集 C , �C = co ({ x} ∪F( C) ) ,都有 C 相对紧 ,则 F 在 K 中存在不动点.

3 　主要结果

定理 1 　设 E 为实 Banach 空间 , P 为 E 中正规锥 ,若下列条件 (A1) - (A3)满足 :

(A1) 　设τ0 ,ω0 ∈C2 [ I , E ] ,τ0 ≤ω0 为 (1) 的拟下、上解对 ;

(A2) 　存在常数 M > 0 ,使对序区间[τ0 ,ω0 ]中的任意 x 1 , y1 , x 2 , y2 , x 2 ≤x 1 , y2 ≤y1 ,有

　　　　f ( t , x 1 , y2 , Tx 1 , S y2) - f ( t , x 2 , y1 , Tx 2 , S y1) ≥- M ( x 1 - x 2) ; (4)

　　(A3) 　存在非负常数 L i ( i = 1 ,2 ,3 ,4) ,使对任意单调有界列 B 1 = { u n} , B 2 = { �u n} ,有

　　　　α( f ( t , B 1 ( t) , B 2 ( t) , ( TB 1) ( t) , ( SB 2) ( t) )

　≤L 1α( B 1 ( t) ) + L 2α( B 2 ( t) ) + L 3α( ( TB 1) ( t) ) + L 4α( ( SB 2) ( t) ) , (5)

其中

1

M
e

M
( e

2 M
- 1) ( L 1 + M + L 2 + L 3 k0 + 2 L 4 h0) < 1 . (6)

则边值问题 (1) 有解 �u ,且τ3 ≤�u ≤ω3 ,其中τ3 ,ω3 为问题 (1) 的最小、最大拟解对.

证明 　对任给η1 ,η2 ∈[τ0 ,ω0 ] ,考虑下列二阶线性微分方程两点边值问题 :

　　
- u″( t) = f ( t ,η1 ( t) ,η2 ( t) , ( Tη1) ( t) , ( Sη2) ( t) ) - M ( u ( t) - η1 ( t) ) ,

u (0) = u (1) =θ,f 　　 　　 　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　　 　　纓　 　　　 　　　 　俦纓　 　　 　　　 　　　 　踍纓　 　　　 　　　 　迋纓　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　纓　 　　　 　　　 　俦纓　 　　 　　　 　　　 　踍纓　 　　　 　　　 　迊纓　 　　　 　　 　∑

,其中 sh t

=
et - e - t

2
,易证

0 ≤G ( t , s) ≤ 1

2 M
e

M
( e

2 M
- 1) , Π ( t , s) ∈I ×I . (9)
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利用常规证法知 (7) 的解唯一 ,于是可以作算子 A :[τ0 ,ω0 ] ×[τ0 ,ω0 ] →E ,使得 A (η1 ,η2) =

u , u = u ( t) 为 (7) 的唯一解. 显然η1 ,η2 为 (1) 的拟解对 Ζη1 = A (η1 ,η2) , A (η2 ,η1) =η2 . 利

用算子 A 的定义及条件 (A1) , (A2)易证 : (i) τ0 ≤A (τ0 ,ω0) , A (ω0 ,τ0) ≤ω0 ; (ii) A 为混合

单调算子. 令

τn = A (τn - 1 ,ωn - 1) , ωn = A (ωn - 1 ,τn - 1) , n = 1 ,2 , ⋯, (10)

则由 (i) , (ii)及 (10) 可得下列序单调列 :

τ0 ≤τ1 ≤⋯≤τn ≤⋯≤ωn ≤⋯≤ω1 ≤ω0 . (11)

对任意 t ∈I ,由条件 (A2)及 A 的混合单调性 ,有

　　　f ( t ,τn - 1 ( t) ,ωn - 1 ( t) , ( Tτn - 1) ( t) , ( Sωn - 1) ( t) ) + Mτn - 1 ( t)

　≤f ( t ,τ0 ( t) ,ω0 ( t) , ( Tτ0) ( t) , ( Sω0) ( t) ) + Mτ0 ( t) , (12)

　　　f ( t ,τn - 1 ( t) ,ωn - 1 ( t) , ( Tτn - 1) ( t) , ( Sωn - 1) ( t) ) + Mωn - 1 ( t)

　≤f ( t ,ω0 ( t) ,τ0 ( t) , ( Tω0) ( t) , ( Sτ0) ( t) ) + Mω0 ( t) . (13)

故由 ( 12 ) 、( 13 ) 且据 Pc 的正规性知 { f ( t ,τn - 1 ( t) ,ωn - 1 ( t) , ( Tτn - 1) ( t) , ( Sωn - 1) ( t) ) +

Mτn - 1 ( t) | n = 1 ,2 , ⋯} 关于 t ∈ I 一致有界 ,从而可证{τn | n = 1 ,2 , ⋯} 等度连续、有界.

下证对任意 t ∈ I ,{τn ( t) | n = 1 ,2 , ⋯} 为 E中相对紧集. 令 B 1 ( t) = {τn ( t) | n = 1 ,2 , ⋯} ,

B 0 ( t) = {τn ( t) | n = 0 ,1 ,2 , ⋯} , D1 ( t) = {ωn ( t) | n = 1 ,2 , ⋯} , D0 ( t) = {ωn ( t) | n =

0 ,1 ,2 , ⋯} . 由非紧性测度的性质知α( B 1 ( t) ) =α( B 0 ( t) ) ,α( D1 ( t) ) =α( D0 ( t) ) . 记 m ( t)

= α( B 1 ( t) ) = α( B 0 ( t) ) , n ( t) = α( D1 ( t) ) = α( D0 ( t) ) . 对每个 n ,{ un ( t) | t ∈ I} 是 E

中可分集 ,从而{ u n ( t) | n ∈N , t ∈ I} 是 E中可分集 ,故可设 E为可分的Banach 空间. 假若

{τn ( t) | n = 1 ,2 , ⋯} 非相对紧 ,则利用 (10) ,算子 A 的定义及引理 2 知

m ( t) ≤ 1

M
e

M
( e

2 M
- 1) ( L 1 + M + L 2 + L 3 k0 + 2 L 4 h0) max ( m ( I) , n ( I) ) ,

n ( t) ≤ 1

M
e

M
( e

2 M
- 1) ( L 1 + M + L 2 + L 3 k0 + 2 L 4 h0) max ( m ( I) , n ( I) ) ,

令 p ( t) = max ( m ( t ) , n ( t ) ) , 则 p ( t ) ≤ 1

M
e

M
( e

2 M
- 1 ) ( L 1 + M + L 2 + L 3 k0 +

2 L 4 h0) p ( I) ,再由引理 1 及 (6) 式得 p ( I) = max
t ∈I

p ( t) ≤ 1

M
e

M
( e

2 M
- 1) ( L 1 + M + L 2 +

L 3 k0 + 2 L 4 h0) p ( I) < p ( I) ,矛盾. 于是证明了{τn ( t) | n = 1 , 2 , ⋯}是 E 中相对紧集 ,因而由

Ascoli2Arzela 定理知{τn| n = 1 , 2 , ⋯} 为相对紧集 ,故存在收敛的子列 ,再由{τn} 的单调性及

Pc 的正规性知{τn} 收敛 ,同理可证{ωn} 收敛 ,即{τn ( t ) } , {ωn ( t ) } 关于 t ∈I 一致收敛. 设

τn ( t) ] τ3 ( t) ,ωn ( t) ] ω3 ( t) ( n →∞) ,则利用常规证法易证τ3 ,ω3 ∈ C2 [ I , E ] 且

- τ3″= f ( t ,τ3 ,ω3 , Tτ3 , Sω3 ) ,τ3 (0) =τ3 (1) =θ,

- ω3″= f ( t ,ω3 ,τ3 , Tω3 , Sτ3 ) ,ω3 (0) =ω3 (1) =θ, ( 　　 　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　　
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τ3 = A (τ3 ,ω3 ) ≤A ( x , x ) = Fx ≤A (ω3 ,τ3 ) =ω3 ,即 F : [τ3 ,ω3 ] →[τ3 ,ω3 ]. 由连续

算子的定义易证 F 是连续的 ,对 [τ3 ,ω3 ]中任一可数集 C = { un | n = 1 , 2 , ⋯} . 对某个 x ∈

[τ3 ,ω3 ] , �C = co{ { x} ∪F( C) } = co ({ x} ∪{ A ( un , u n) | n = 1 ,2 , ⋯} ) . 由非紧性测度的性质

知α( C) = α( �C) = α( F ( C) ) = α({ A ( un , un) | n = 1 ,2 , ⋯} ) ,而

A ( u n ( t) , u n ( t) ) =∫
1

0
G ( t , s) [ f ( s , un ( s) , un ( s) , ( Tu n) ( s) , ( S un ) ( s) ) + M u n ( s) ]

ds , (15)

类似于前面的证明知{ f ( t , un ( t) , un ( t) , ( Tun) ( t) , ( S un) ( t ) ) + M un ( t ) | n = 1 , 2 , ⋯}关于

t ∈I 一致有界 ,又因为 G ( t , s) 关于 ( t , s) ∈I ×I 连续 ,从而由 (15) 式知{ A ( un , un) | n = 1 ,

2 , ⋯} = F ( C) 等度连续 ,有界. 由前面的证明过程可假设 E 为可分 Banach 空间 ,这样利用

(15) 式及引理 2 知 ,对任给 t ∈I ,有

　α( F ( C) ( t) ) =α({ A ( un ( t) , un ( t) ) | n = 1 ,2 , ⋯} )

=α(∫
1

0
G ( t , s) [ f ( s , C ( s) , C ( s) , ( TC) ( s) , ( S C) ( s) ) + M C ( s) ] ds)

≤ 1

M
e

M
( e

2 M
- 1) ( L 1 + L 2 + M + L 3 k0 + 2 L 4 h0)α( ( FC) ( I) ) ,

由此及 (6) 式知 ( FC) ( t) 相对紧 ,再由 Ascoli2Arzela 定理知 F( C) 相对紧. 即α( C) =α( F ( C) )

= 0 ,于是知 c 相对紧 ,这样由引理 3 知算子 F 在[τ3 ,ω3 ]中存在不动点 �u ,即 A ( �u , �u) = F�u
= �u ,这就意味着 �u 为两点边值问题 (1) 的解.

注 　本文结论推广了[5 ]中主要结果.
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The Solution of Mixed Type Integro2Differential Equation of
Two Points Boundary Value Problem in Banach Space

Zhang Kemei
(Dept . of Math. , Qufu Normal University , Shandong 273165)

Abstract

In this paper , a solution of two points boundary value problem of differential equation is ob2
tained. The result in this paper generalized the conclusion in [5 ] .

Keywords 　normal cone , coupled quasi2solutions , measure of noncompactness.
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