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摘　要 　给出了一个 Heisenberg 代数与一个交换 Lie 代数的直和Ç0 的全形È�Ç0�和È
�Ç0�的导子代数 DerÈ�Ç0� �证明了È�Ç0�不是一个完备 Lie 代数 ,但 DerÈ�Ç0�是一个单完备 Lie

代数.
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1 　引 　言

一个Lie 代数称为完备Lie 代数如果它的中心为零且所有的导子都是内导子. 近几年完备

Lie 代数理论的发展很快 ,在这方面取得了大量的成果 (可参看〔2〕—〔6〕) . 但到目前为止 ,仍

有很多完备 Lie 代数不被所知 ,因此寻找新的完备 Lie 代数仍是一个重要课题. 本文正是通过

交换Lie 代数和 Heisenberg 代数而得到了另一类重要的完备 Lie 代数. 本文中讨论的李代数总

是复数域 C上的有限维 Lie 代数 1

2 　主要结果

定义 1 　一个 Lie 代数 H 称为 Heisenberg 代数如果 H 满足

dim C ( H) = 1 , (211)

〔H , H〕Α C ( H) . (212)

由 Heisenberg 代数的定义不难推出 ,若 H 为 Heisenberg 代数 ,则 H 的维数一定为奇数 1
　　设 H 为一个 2 n + 1 维的 Heisenberg 代数 ( n ≥1) ,记 c 为 H 的中心元 1 在 H 中取一组基

{ p1 , p2 , ⋯, p2 n , c}满足

〔pi , pn + j〕=δijc ,〔pi , p j〕= 0 ,〔pn + i , pn + j〕= 0 , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ;

〔pi , c〕= 0 , i = 1 ,2 , ⋯,2 n .

设Á为一个 m 维交换 Lie 代数 ,取Á的一组基Ûx 1 , x 2 , ⋯, x m } . 定义

Ç0 = H ©Á�

Ç0 中的换位运算为 :
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〔h1 + y1 , h2 + y2〕=〔h1 , h2〕,

其中 h1 , h2 ∈H , y1 , y2 ∈Á�则Ç0 为 Lie 代数 ,且{ p1 , p2 , ⋯, p2 n , x 1 , ⋯, x m , c}为Ç0 的一组基

1 定义Ç0 上的反对称双线性型 Ψ如下 :

　　　　Ψ( p i , pn + j) = - Ψ( pn + j , pi) =δij , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,

Ψ( p i , pj) = Ψ( pn + i , pn + j) = 0 , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,

Ψ( p i , x j) = Ψ( x k , x j) = 0 , i = 1 ,2 , ⋯,2 n , k , j = 1 ,2 , ⋯, m ,

Ψ( x j , c) = Ψ( p i , c) = 0 , i = 1 ,2 , ⋯,2 n , j = 1 ,2 , ⋯, m .

则 Ψ对应基{ p1 , p2 , ⋯, p2 n , x 1 , x 2 , ⋯, x m , c}的矩阵为

T0 =

0 I n 0

- In 0 0

0 0 0

}　 .

将Ç0 上的线性变换 A 在基{ p1 , ⋯, p2 n , x 1 , ⋯, x m , c}下的矩阵仍记为 A ,为方便起见 ,下面

用矩阵代表Ç0 上的线性变换.

　　引理 1 　设 D 为Ç0 上的线性变换 ,则 D 为Ç0 的导子的充要条件是 D 可以写成以下形

式 :

D =

M P 0 0

Q - M t +λE 0 0

N S A 0

A 1 A 2 A 3 λ

—Ξ ,

其中 P , Q , M ∈Cn ×n且 Pt = P , Q t = Q , N , S ∈Cm ×n , A ∈Cm ×m , A 1 , A 2 ∈C1 ×n , A 3 ∈C1 ×m ,

λ∈C.

　　证明 　设 D 为Ç0 上的线性变换 ,由导子的定义 , D ∈DerÇ0 的充要条件是对 Π x , y ∈Ç0 有

D〔x , y〕=〔Dx , y〕+〔x , Dy〕,

即 Ψ( x , y) Dc = (Ψ( Dx , y) + Ψ( x , Dy) ) c. 由此不难推出引理成立 1
　　令

　　　Ò0 = λ1

In 0 0 0

0 I n 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

d　 n, J +λ2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 Im 0

0 0 0 0

se　 ,An λ1 ,λ2 ∈Cg e　 of H ,

Òn =

0 0 0 0

0 0 0 0

N S 0 0

A 1 A 2 A 3 0

em DalN , S ∈Cm ×n , A 1 , A 2 ∈C1 ×nli　 16 0,

Ó=

M P 0 0

Q - M t 0 0

0 0 A 0

0 0 0 0

inM , P , Q ∈Cn ×n , A ∈Cm ×n且 Pt = P , Q t = Q , t r A = 0α a .
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　　定理 1 　1)Ó同构于半单 Lie 代数 sp (2 n , C) © s ( m , C) ,其中 sp (2 n , C) 为辛代数 , s ( m ,

C)为特殊线性李代数.

　　2) DerÇ0 =Ó+Ò0 +ÒÎ�且Ó为 DerÇ0 的极大半单子代数 �称为 DerÇ0 的 Levi 子代数 ,Ò=Ò0 +

ÒÎ为 DerÇ0 的极大可解理想 �称为 DerÇ0 的根基 1
　　3�ÒÎ=〔DerÇ0 �Ò〕为 DerÇ0 的极大幂零理想 �称为 DerÇ0 的幂零根基 �

　　定义 2 　设Ç为任一个 Lie 代数 ,DerÇ为Ç的导子代数 �定义

È�Ç� =ÇΓ DerÇ�

È�Ç�中的换位运算为

〔y1 + D1 , y2 + D2〕=〔y1 , y2〕+ D1 ( y2) - D2 ( y1) +〔D1 , D2〕,

则È�Ç�为一个 Lie 代数 ,称为 Lie 代数Ç的全形 �

　　令

Ò1 =

0 0 0 0

0 0 0 0

N S 0 0

0 0 0 0

m N , S ∈Cm ×nn ,

Ò2 =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 A 3 0

　 A 3 ∈Cm ×m A方 便 起,

Ò3 =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

A 1 A 2 0 0

= A 1 , A 2 ∈C1 ×n .

　　引理 2 　1)Òi , H ,Á( i = 1 ,2 ,3) 均为不可约Ó2模 �

　　2�〔Ò1 �Ò2〕=Ò3 = adÇ0 �〔Ò1 �H〕=Á�

　　3�〔Ò2 �Ò3〕=〔Ò1 �Ò3〕=〔Òi ,Òi〕= (0) , i = 1 ,2 ,3 . □

　　设 eij表示第 i 行第 j 列元素为 1 其余元素均为零的矩阵 ,在Ó中取元素如下 :

　　α∨= eii - en + i , n + i , i = 1 ,2 , ⋯, n ;

　　α∨
n + j = e2 n + j ,2 n + j - e2 n + j + 1 ,2 n + j + 1 , j = 1 ,2 , ⋯, m - 1 ;

　　α∨
n + m = ∑

2 n

i = 1
eii + 2 e2 n + m + 1 ,2 n + m + 1 ,α∨

n + m + 1 = ∑
m

j = 1
e2 n + j ,2 n + j .

　　引理 3 　设È为由{α∨
1 ,α∨

2 , ⋯,α∨
n + m + 1}生成的子代数 ,则È可交换且为È�Ç0�的 Cartan

子代数. □

　　设È3 为È的对偶空间 �Ûα1 ,α2 , ⋯,αn + m + 1} <È3 满足

(αi (α∨
j ) ) 2 n + m + 1

i , j = 1 =

D1 0 0

0 D2 0

A 1 A 2 A 3

,

其中
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　　D1 =

1 - 1 0 ⋯ 0 0

0 1 - 1 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 0 ⋯ 1 - 1

0 0 0 ⋯ 0 2

n 为 n 阶方阵 ,

D2 =

2 - 1 0 ⋯ 0 0

- 1 2 - 1 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 0 ⋯ 2 - 1

0 0 0 ⋯ - 1 2

=〔
为 m - 1 阶方阵 ,

　　A 1 =
- 1 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

　 　

, A 1 =
1 0 ⋯ 0

- 1 0 ⋯ 0
Γr , A 3 =

- 1 1

2 - 1
+ ,

则{α1 ,α2 , ⋯,αn + m + 1}为È3 的一组基 1
　　引理 4 　Çαi

= ei , i + 1 - en + i + 1 , n + i ,Çαn
= en ,2 n , i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

　　Çαn + j
= e2 n + j ,2 n + j + 1 , j = 1 ,2 , ⋯, m - 1 ;

　　Çαn + m
= e2 n + 1 ,1 , jα

n + m + 1
= e2 n + m + 1 ,2 n + 1 ;

　　Ç- α
n + m

=Ç- α
n + m + 1

= (0) ,

其中Çα= { x ∈È�Ç0) |〔h , x〕=α( h) x ,对所有的 h ∈È�È�Ç0�为Ç0 的全形} .

　　引理 5 　1)È�Ç0� =È+ ∑
α∈Δ

Çα,其中Δ<È3 - (0) .

　　2) 令β0 =αn + m +αn + m + 1 ,α0 = 0 ,则

　　Çαi
+β

0
= Ce2 n + m + 1 , i + 1 + C pn + i + 1 , i = 0 ,1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

　　Çα1 + ⋯+α
i - 1 + 2α

i
+ ⋯+ 2α

n - 1 +α
n

+β0
= Ce2 n + m + 1 , n + i + C pi , i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

　　Çα1 + ⋯+α
n

+β0
= Ce2 n + m + 1 ,2 n + C pn .

对其余的α∈Δ,有 dimÇα≤1 .

　　3) {α∨
n + m ,α∨

n + m + 1}及{Ç±α
i
,Çβ0

| i = 1 ,2 , ⋯, n + m + 1}生成了È�Ç0�.

　　定理 2 　È�Ç0�不是一个完备 Lie 代数.

　　证明 　由定理 1 ,有

È�Ç0� =Ó+Ò0 +Ò1 +Ò2 +Ò3 + H +Á�

定义È�Ç0�上的线性变换 D0 如下 :

　　　　D0| Ó+Á+Ò0
= 0 �D0| Ò1

= i d| Ò1
�D0| Ò2

= i d| Ò2
�

　　　　D0| Ò3
= 2 i d| Ò3

�D0 ( c) = 2 c ,

　　　　D0 ( pi) = e2 n + m + 1 , n + i , D0 ( pn + i) = - e2 n + m + 1 , i , i = 1 ,2 , ⋯, n .

直接验证便知 D0 ∈DerÈ�Ç0� �但 H 为È�Ç�的理想 ,所以 D0 不是È�Ç0�的内导子 � □

　　引理 6〔4〕　设 D ∈DerÈ�Ç0�且 D (È� <È�则 D (È� = �0�且 DÇα<Çα,α∈Δ.

　　引理 7〔4〕　设 D ∈DerÈ�Ç0� �则对 Π h ∈È有

Dh = h′+ ∑
α∈Δ

〔h , Xα〕,
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其中 Xα∈Çα且 Xα与 h 的选择无关. □

　　引理 8 　设 D ∈DerÈ�Ç0�且 D (È� <È�若

De2 n + m + 1 ,1 =λ1 e2 n + m + 1 ,1 ,

Dpn + 1 =μ1 pn + 1 .

则存在 h0 ∈È使得 D = adh0 .

　　证明 　由引理 6 ,可设 De1 , n + 1 =λe1 , n + 1 . 于是

Dp1 = D〔e1 , n + 1 , pn + 1〕= (λ+μ1) p1 ,

Dc = D〔e2 n + m + 1 , p1〕= (λ1 +λ+μ1) c ,

Dc = D〔p1 , pn + 1〕= (λ+ 2μ1) c.

所以λ1 =μ1 . 因 dimÇβ0
= 2 ,因此对 Πeβ

0
∈Çβ0

均有

Deβ
0

=λ1 eβ
0
.

由引理 5 和引理 6 ,对 Πeα
i
∈Çαi

, i = 1 ,2 , ⋯, n + m + 1 都有

Deα
i
=λα

i
eα

i
, i = 1 ,2 , ⋯, n + m + 1 .

所以λ1 =λα
n + m

+λα
n + m + 1

. 由于{α1 ,α2 , ⋯,αn + m + 1}为È3 的一组基 �所以存在 h0 ∈È满足

λα
i
=αi ( h0) .

由引理 5 , D = adh0 . □

　　定理 3 　DerÈ�Ç0� = adÈ�Ç0� + CD0 .

　　证明 　设 D ∈DerÈ�Ç0� �由引理 7 对 Π h ∈È�有

Dh = h′+ ∑
α∈Δ

〔h , Xα〕.

令

D′= D + ∑
α∈Δ

adXα.

则 D′∈DerÈ�Ç0�且 D′(È� <È�由引理 6 和引理 5 �有

D′eα
i
=λα

i
eα

i
, i = 1 ,2 , ⋯, n + m + 1 .

因 　e2 n + m + 1 ,1 Α〔Ceα
n + m + 1

, Ceα
n + m

〕,所以

D′e2 n + m + 1 ,1 = (λα
n + m

+λα
n + m + 1

) e2 n + m + 1 ,1 .

因为Çβ0
= Ce2 n + m + 1 ,1 + C pn + 1 ,所以可设

D′pn + 1 =μ1 e2 n + m + 1 ,1 +μ2 pn + 1 .

令

D1 = D′+μ1 D0 .

则 D1 ∈DerÈ�Ç0�且

D1 e2 n + m + 1 ,1 ∈Ce2 n + m + 1 ,1 , Dpn + 1 ∈C pn + 1 .

由引理 8 ,存在 h0 ∈È使

D1 = adh0 .

因此

D = ad h0 - ∑
α∈Δ

Xα - μ1 D0 . □
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　　引理 9 　È1 = adÈ+ CD0 为 DerÈ�Ç0�的 Cartan 子代数 ,且È1 可交换. □

　　引理 10 　DerÈ�Ç0�和È1 满足〔4〕中定理 313 的条件 �因而 DerÈ�Ç0�为一个完备 Lie 代数.

　　定理 4 　DerÈ�Ç0�为一个单完备 Lie 代数.

　　证明 　设 DerÈ�Ç0� =Ç11 ©Ç12 �Ç11 �Ç12为 DerÈ�Ç0�的完备理想 �因Ó= sp (2 n , C) © s ( m - 1 ,

C) . 所以可设 sp (2 n , C� ΑÇ11 �因为

〔sp (2 n , C� �Ò1〕=Ò1 �〔sp (2 n , C� �Ò3〕=Ò3 �

〔sp (2 n , C) , H〕= H.

所以 sp (2 n ,C) +Ò1 +Ò3 + H ΑÇ11 �若 s ( m - 1 , C�∩Ç11 = �0� �则 s ( m - 1 , C) ΑÇ12 . 但

Ò1 =〔s ( m - 1 , C� �Ò1〕�

所以Ò1 ΑÇ12 �这与Ç11 ∩Ç12 = �0�矛盾 �因此 s ( m - 1 , C� ΑÇ11 �由于

Ò2 =〔s ( m - 1 , C) �Ò2〕

所以Ò2 ΑÇ11 �因此

Á=〔Ò2 , H〕ΑÇ11 �

根据定理 2 �Ç11 = DerÈ�Ç0� � □
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Simple Complete Lie Algebras

Yang Guoqi ng
(Dept . of Math. , Yantai Teachers′College , Shandong 264025)

Abstract

In this paper , the holomorph È�Ç0� of a Lie algebra Ç0 which is a driect sum of a Heisenberg

algebra and an abelian Lie algebra is given. The derivation algebra DerÈ�Ç0�of È�Ç0� is also given.

We prove that È�Ç0� is not a complete Lie algebra , but DerÈ�Ç0� is a simple complete Lie algebra.

Keywords 　complete Lie algebra , holomorph , Heisenberg algebra.
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