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一 类 广 义 KdV方程的孤立波精确解Ξ
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摘 　要 　本文给出求一类广义 KdV 方程的孤立波精确解的方法.
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广义 KdV 方程由于有实际的背景日益受到重视和广泛的研究 ,如描述一维非线性晶体传

播波的方程[1 ]

u t + (αu2 + ru3) x +βu x x x = 0 (1)

以及广义 KdV 方程

u t + u x x x + ( u3) x +βu x = αu x x (2)

的初值问题[2 ]
,等等. 本文研究一类更一般的广义 KDV 方程

u t + f ( u) x = αu x x +βu x x x (3)

的精确孤立波解 ,其中 f ( u) = b0 un + b1 u2 n - 1 ( n > 1) .

设 u ( x , t) = u ( s) , s = x - ct ,代入 (3) ,得 - cus + f′( u) us =αuss +βusss ,由此可得

- cu + f ( u) = αus +βuss , (4)

于是 ,若 u 为 (4) 的解 ,那么 u ( x - ct) 必为 (3) 的孤立波解. 令

us = au + bun 　( a ·b < 0) , (5)

把它代入 (4) 式得[α+β( a + nbu n - 1) ] ( au + bun) = f ( u) - cu ,由此得

nβb2 = b1 ,

[ ( n + 1) aβ+α] b = b0 ,
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其中 c0 为任意常数 ,它是方程 (3) 的孤立波精确解 ,并且

u ( x , t) | t →+ ∞= 0 , u ( x , t) | t →- ∞= ( -
ai

bi
)

1
n - 1 　( ai > 0) ,

u ( x , t) | t →- ∞= 0 , u ( x , t) | t →+ ∞= ( -
ai

bi
)

1
n - 1 　( ai < 0) .

例 1 　广义 KdV 方程

u t + (αu2 + ru3) x +βu x x x = 0 , (βr < 0 ,βα < 0) , (8)

由 f ( u) =αu2 + ru3 ,得 n = 2 , b0 =α, b1 = r.

由 (6) 式得 bi = ( - 1) i r
2β, ai =

2
α+ 3 aiβ

, ci = - (αai +βa
2
i) ( i = 1 ,2) .

因此 ,得方程 (8) 的孤立波解

u i = d itg h[ ai ( x - cit - c0) + d i ] , d i = -
ai

2 bi
, ( i = 1 ,2) , c0 为任意常数.

例 2 　广义 KdV 方程

u t + 3 u2 u x - 5 u4 u x = u x x - u x x x , (9)

由 f ( u) = u3 - u5 ,得 n = 3 , b0 = 1 , b1 = - 1 ,α= 1 ,β= - 1 . 由 (6) 式得

ai =
1
4

+ ( - 1) i - 1
3 , bi = ( - 1) i 3

12
, ci =

45
16

-
1
2

( - 1) i - 1
3 , ( i = 1 ,2) ,

因此 ,方程 (9) 有孤立波解

u i = [ d itg hai | x - cit - c0| + d i ]
1
2 , d i = -

ai

2 bi
, ( i = 1 ,2) , c0 为任意常数.
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Abstract

In this paper , we develop the method of solving the exact isolated wave solution of general2
ized KdV Equations.
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