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摘　要　本文讨论了满足右零化子特殊升链条件的环的性质以及与左、右完备环,

Q F2环的关系;给出了满足右零化子特殊升链条件的环中素理想是完全素理想的条件,从而给

出了 Go ldie定理的一个应用.
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1　引　言

对满足链条件的环的研究已相当广泛,对环赋予各种不同的链条件就会得到各种不同的

结果.

本文中的环 R 表示有单位元的结合环. 设 S < R 是R 的子集,则 r (S ) = {x∈R ûS x = 0}是

R 的右理想,称为 S 的右零化子. 如果对 R 中任意的子集序列 S 1, S 2,⋯,其右零化子升链

r (S 1) Α r (S 2S 1) Α⋯Α r (S n⋯S 1) Α⋯
在有限步终止,即存在自然数 n ,使得 r (S nS n- 1⋯S 1) = r (S n+ 1S n⋯S 1) = ⋯,则称 R 满足右零化

子特殊升链条件. 当 S = {a}时,记 r (S ) = r (a). 若 r (a) = 0,则称 a 是R 中的右正则元. 类似地

可以定义左正则元和正则元.

满足右零化子特殊升链条件的环类很多,如A rtin 环, N oether 环, Q F2环,满足零化子升

链条件的环等都属此范畴. 但满足右零化子特殊升链条件的环未必是右完备环,右完备环也不

一定是Q F2环. 关于左 (右)完备环何时是Q F2环的研究已有许多, Q sofsky
[ 1 ]和 Kato

[ 2 ]证明了

右完备的,且是左、右自内射环是Q F2环. 对此有人提出 (Fa ith C.
[ 3, 4 ] )是否可将左、右自内射

环的条件换成 (右)左自内射环. [ 4 ]中给出了当 R 是左、右完备的右自内射环时成为Q F2环的
条件. [ 5 ]中定理5. 8表明 R 是Q F2环当且仅当 R 是满足零化子升链条件的右自内射环,此时

显然 R 是右完备环. 对此本文证明了: 使 J (R )是有限生成的右完备环 R ,若满足右零化子特

殊升链条件,则 R 一定是左完备环; R 是Q F2环当且仅当 R 是满足右零化子特殊升链的右自

内射环,且 Jacob son 根 J (R )是有限生成的.

此外, Po sner
[ 7 ]和 Ferrero 等

[ 8 ]提出一个问题: 环 R 在满足零化子极大条件下其素理想是

否是完全素理想 (com p letely p rim e idea l
[ 9 ] ) ?该问题目前仍没有完全解决. Po sner给出了素根
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P (R )是完全素理想的条件. Ferrero 等指出 Po sner的证明有不足之处,并且也给出了素根

是全素的条件. 对此本文给出了更一般的结果:若R 满足右零化子特殊升链条件,右 Go ld ie维

数为1,则当R 是半质环时,其商环是除环. 这可以看作是 Go ld ie定理的一个应用,从而推广了

Ferrero 等的结果.

2　右完备环是 QF-环的条件

引理2. 1　设 R 满足右零化子特殊升链条件,则对 R 中任意的元素列 x 1, x 2,⋯及任意的

k ,有 n 使得 r (x n+ k⋯x n+ 1)∩x n⋯x 1R = 0.

证明　由条件知有 n ,使得 r (x n⋯x 1) = r (x n+ 1x n⋯x 1) = ⋯,任取 y∈r (x n+ k⋯x n+ 1)∩x n⋯

x 1R ,则有 r1∈R ,使得 y = x n⋯x 1 r1且0= x n+ k⋯x n+ 1y = x n+ k⋯x n+ 1x n⋯x 1 r1,因此 r1∈r (x n+ k⋯

x 1) = r (x n⋯x 1) ,即 y = x n⋯x 1 r1= 0. □

同样的方法可证得下面的

引理2. 2　设 a∈R ,M 是左R 2模,则 rM (a
n) = rM (a

n+ 1) = ⋯当且仅当 rM (a
n)∩a

n
M = 0,其

中 rM (a) = {x∈M ûax = 0}.

设N 是 R 的子集,称N 是右 T 2幂零的,如果对N 中的任意元素列 x 1, x 2,⋯,有自然数

k ,使得 x kx k- 1⋯x 1= 0.

引理2. 3　设 R 满足右零化子特殊升链条件,若 I 是 R 的有限生成的非幂零右理想,则 I

不是右 T 2幂零的.

证明　设 I 的生成元是 a1, a2,⋯, ak ,则一定有0≠akR 不是幂零的. 根据已知有 n 存在,使

r ( (akR ) n) = r ( (akR ) n+ 1) = ⋯,设L = (akR ) n
,则 r (L ) = r (L 2) , L

2≠0. 所以存在0≠x 1∈L ,使

L x 1≠0,得 x 1| r (L ) = r (L 2) ,从而L
2
x 1≠0,因此又存在0≠x 2∈L 使L x 2x 1≠0,得 x 2x 1 | r (L )

= r (L 2) ,这又有L
2
x 2x 1≠0,从而又有0≠x 3∈L 使L x 3x 2x 1≠0,⋯,依次下去知L 中有元素列

x 1, x 2,⋯,使对任意的 k , x k⋯x 1≠0,故 I 不是右 T 2幂零的. □

今知,半质环没有非零的幂零单侧理想,与之比较有:

推论2. 4　设 R 是满足右零化子特殊升链条件的半质环,则 R 没有非零的右 T 幂零单侧

理想.

证明　设 I 是 R 的非零的右 T 幂零右理想,取0≠a∈I ,则0≠aR Α I 是 R 的右理想. 当然

是右 T 2幂零的. 由引理2. 3, aR 是幂零的,这与 R 是半质环矛盾. □

定理2. 5　设 R 是满足右零化子特殊升链条件的右完备环, J (R )是有限生成的,则 R 一

定是左完备环.

证明　由 R 是右完备环知 J (R )是右 T 2幂零的, R öJ (R )是半单环. 根据已知及引理2. 3,

J (R )是幂零的,这说明 R 亦是左完备环. □

定理2. 6　R 是Q F2环当且仅当 R 是满足右零化子特殊升链条件的右自内射环,且 J (R )

是有限生成的.

证明　必要性显然.

充分性　由于 R 的任一主左理想降链都有 R a1Β R a2a1Β ⋯Β R an⋯a1Β ⋯形式,因此有
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升链

r (R a1) Α r (R a2a1) Α⋯Α r (R an⋯a1) Α⋯.

由已知存在 n ,使得 r (R an⋯an) = r (R an+ 1an⋯a1) = ⋯,但 R 是右自内射环,所以有

R an⋯a1= l (r (R an⋯a1) ) = l (r (R an+ 1⋯a1) ) = R an+ 1⋯a1.

这说明R 是右完备环,由定理2. 5知R 又是左完备环. 设J (R )的生成元集合是 a1, a2,⋯, an,则

r (J (R ) ) = r (a1, a2,⋯, an).

根据[4 ]的推论知 R 是Q F2环. □

3　素理想是全素理想的条件

引理3. 1　设R 满足右零化子特殊升链条件,则R 的奇异右理想 Z (R )是右 T 2幂零的.

证明　若 Z (R )中存在元素列 x 1, x 2,⋯, x n ,⋯使对任意的 n , x n⋯x 1≠0,则 x n⋯x 1R≠0.

但由已知及引理2. 1有 r (x n+ 1)∩x n⋯x 1R = 0,这与 r (x n+ 1)在R 中是本质的矛盾,所以 Z (R )是

右 T 2幂零的. □

引理3. 2　设R 满足右零化子特殊升链条件,则 Z (R ) Α P (R ) ,其中 P (R )表示R 的素根.

证明　任取0≠a∈Z (R ) ,则 aR Α Z (R )是R 的有限生成右理想. 由引理3. 1, Z (R )是右 T 2
幂零的,所以 aR 也是. 由引理2. 3, aR 是幂零的,从而 aR Α P (R ). 由于 R 有单位元,得 a∈P

(R ) ,故 Z (R ) Α P (R ). □

引理3. 3　设 R 是满足右零化子特殊升链条件的半质环, I 是 R 的诣零右理想,则 I 中存

在元素列 a1, a2,⋯,使 a1R + a2R + ⋯是直和.

证明　由推论2. 4, I 不是右 T 2幂零的,所以 I 中存在元素列 x 1, x 2,⋯,使对任意的m 有

x n⋯x 1≠0. 另外由已知存在 n1使 r (x n1⋯x 1) = r (x n1+ 1x n1⋯x 1) = ⋯≠R. 又由于 I 是诣零的,所

以存在 l1使 x
l1
n1+ 1= 0,而 x

l1- 1
n1+ 1≠0,这说明 x

l1- 1
n1+ 1∈r (x n1+ 1) ,因此有

I 1= r (x n1+ 1)∩I≠0,

I 1是诣零的,但不是右 T 2幂零的,所以 I 1中存在元素列 y 1, y 2,⋯,使对任意的m ,有 y m⋯y 1≠

0. 由已知存在 n2,使得 r (y n2⋯y 1) = r (y n2+ 1y n2⋯y 2) = ⋯≠R. 任取 x∈x n1⋯x 1R∩y n2⋯y 1R ,有

r1, r2∈R. 使

x = x n1⋯x 1 r1= y n2⋯y 1 r2, x n1+ 1x = x n1+ 1x n1⋯x 1 r1= x n1+ 1y n2⋯y 1 r2= 0,

从而 r1∈r (x n1+ 1x n1⋯x 1) = r (x n1⋯x 1) ,得 x = 0. 这说明 x n1⋯x 1R + y n2⋯y 1R 是直和.

又由于 I 1是诣零的,所以存在 l2使 y
l2
n2+ 1= 0而 y

l2- 1
n2+ 1≠0,得 y

l2- 1
n2+ 1∈r (y n2+ 1)∩I 1= I 2≠0, I 2

是诣零的但不是右 T 2幂零的. 所以 I 2中存在元素列 z 1, z 2,⋯,使对任意的m 有 zm⋯z 1≠0. 根

据已知有 n3,使得 r (z n3⋯z 1) = r (z n3+ 1z n3⋯z 1) = ⋯≠R. 任取 x∈ (x n1⋯x 1R + y n2⋯y 1R )∩z n3⋯

z 1R. 有

　　　　　x = x n1⋯x 1 r1+ y n2⋯y 1 r2= z n3⋯z 1 r3,

x n1+ 1x = x n1+ 1x n1⋯x 1 r1+ x n1+ 1y n2⋯y 1 r2= x n1+ 1z n3⋯z 1 r3= 0,

但又有 x n1+ 1y n2⋯y 1 r2= 0,所以 x n1+ 1x n1⋯x 1 r1= 0. 得

r1∈r (x n1+ 1x n1⋯x 1) = r (x n1⋯x 1) , x n1⋯x 1 r1= 0,
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即 x = y n2⋯y 1 r2= z n3⋯z 1 r3. 从而又有 y n2+ 1x = y n2+ 1y n2⋯y 1 r2= y n2+ 1z n3⋯z 1 r3= 0,得

r2∈r (y n2+ 1y n2⋯y 1) = r (y n2⋯y 1) ,

即 x = 0. 因此和 x n1⋯x 1R + y n2⋯y 1R + z n3⋯z 1R 是直和.

又由 I 2是诣零的,所以存在 l3,使得 z
l3
n3+ 1= 0, z

l3- 1
n3+ 1≠0,得 I 3= r (z n3+ 1)∩I 2≠0是诣零的,

依次下去⋯,即得结论. □

推论3. 4　设R 是满足右零化子特殊升链条件的半质环,且右Go ld ie维数有限,则R 没有

非零的诣零单侧理想.

与推论2. 4比较,推论3. 4的结果更进了一步.

引理3. 5　设R 是满足右零化子特殊升链条件的右非奇异环,右 Go ld ie维数有限,则 c是

R 的右正则元当且仅当 cR 是R 的本质右理想.

证明　由于 R 右非奇异,所以当 cR 是 R 的本质右理想时有 c
2≠0,因此根据[ 10 ]p 3引理

1. 1存在 R 的本质右理想L 使0≠bL Α cR , 0≠b∈R. 从而有0≠cbL Α c
2
R , cbL Α cbR ,即对 cR

的任意非零子模 cbR ,有0≠cbL < c
2
R∩cbR ,说明 c

2
R 是 cR 的本质子模,因而在 R 中是本质

的, 依次下去⋯,得 c
n
R 在 R 中是本质的, n= 1, 2,⋯. 根据已知存在 n 使 r (c

n) = r (c
n+ 1) = ⋯,

而引理2. 2得证了 r (c
n)∩c

n
R = 0. 所以 r (c

n) = 0,得出 r (c) = 0. c是右正则元.

反之,由[10 ]p 11引理1. 11可得. □

注　由于 Z (R ) = {x∈R û对某个本质右理想 K 有 x K = 0},所以如果 c是右正则元,则在

引理3. 5条件下有 l (c) = l (cR ) Α Z (R ) = 0,说明 c是正则元.

引理3. 6　设R 是满足右零化子特殊升链条件的半质环,右Go ld ie维数有限,则R 的本质

右理想中必含有R 的正则元.

证明　设 I 是 R 的本质右理想,由引理3. 2, R 是非奇异的,因此由引理3. 5后的注只须证

明 I 中含有右正则元即可. 由推论3. 4, I 不是诣零的,所以 I 中有非幂零元 a1. 又由已知存在

n1使 r (a
n1
1 ) = r (a

n1+ 1
1 ) = ⋯,若 r (a

n1
1 ) = 0,则 a

n1
1 即为所求. 否则有 r (a

n1
1 )∩I≠0,再由推论3. 4, r

(a
n1
1 )∩I 中含有非幂零元 a2,根据已知存在 n2使 r (a

n2
2 ) = r (a

n2+ 1
2 ) = ⋯. 任取 x∈a

n1
1 R∩a

n2
2 R ,则

x = a
n1
1 r1= a

n2
2 r2且 a

n1
1 x = a

2n1
1 r1= a

n1
1 a

n2
2 r2= 0,得 r1∈r (a

2n1
1 ) = r (a

n1
1 ) ,即 x = 0,这说明 a

n1
1 R + a

n2
2 R

是直和. 另外显然有 r (a
n1
1 ) ∩ r (a

n2
2 ) Α r (a

n1
1 + a

n2
2 ) 任取 y ∈ r (a

n1
1 + a

n2
2 ) ,有 a

n1
1 y = - a

n2
2 y ∈

a
n1
1 R ∩ a

n2
2 R = 0. 因此 y ∈ r (a

n1
1 ) ∩ r (a

n2
2 ) ,得 r (a

n1
1 ) ∩ r (a

n2
2 ) = r (a

n1
1 + a

n2
2 ). 若 r (a

n1
1 + a

n2
2 )

= 0,则 a
n1
1 + a

n2
2 即为所求. 否则 r (a

n1
1 + a

n2
2 ) ∩ I ≠ 0且含有非幂零元 a3. 由已知存在 n3 使

r (a
n3
3 ) = r (a

n3+ 1
3 ) = ⋯. 任取 x ∈ (a

n1
1 R + a

n2
2 R ) ∩ a

n3
3 R 则 x = a

n1
1 r1 + a

n2
2 r2 = a

n3
3 r3. 由 a3的

取法可知

a
n1
1 x = a

2n1
1 r1+ a

n1
1 a

n2
2 r2= a

n1
1 a

n3
3 r3= 0,

但 a2∈r (a
n1
1 )∩I ,所以 a

n1
1 a

n2
2 r2= 0得 a

2n1
1 r1= 0,即 r1∈r (a

2n1
1 ) = ⋯= r (a

n1
1 ). 这表明 x = a

n2
2 r2=

a
n3
3 r3, 得 a

n2
2 x = a

2n2
2 r2= a

n2
2 a

n3
3 r3= 0, r2∈r (a

2n2
2 ) = ⋯= r (a

n2
2 ) ,即 x = 0. 所以和 a

n1
1 R + a

n2
2 R + a

n3
3 R

是直和. 再任取 y∈r (a
n1
1 + a

n2
2 + a

n3
3 ) ,有 a

n1
1 y + a

n2
2 y = - a

n3
3 y∈ (a

n1
1 R + a

n2
2 R )∩a

n3
3 R = 0,得 a

n1
1 y =

a
n2
2 y = a

n3
3 y = 0,即 y∈r (a

n1
1 )∩r (a

n2
2 )∩r (a

n3
3 ). 所以有 r (a

n1
1 + a

n2
2 + a

n3
3 ) = r (a

n1
1 ) ∩ r (a

n2
2 ) ∩

r (a
n3
3 ). 若 r (a

n1
1 + a

n2
2 + a

n3
3 ) = 0,则 a

n1
1 + a

n2
2 + a

n3
3 即为所求. 否则依次做下去⋯,由于R 的右
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Go ldie维数有限,所以一定存在m 使 r (a
n1
1 + ⋯ + a

nm
m ) = 0,这就说明 a

n1
1 + ⋯ + a

nm
m 是R 的

右正则元,且在 I 中. □

定理3. 7　设 R 是右 Go ld ie维数有限的半质环,则 R 满足右零化子特殊升链条件当且仅

当R 满足左零化子升链条件.

证明　设 a , c∈R , c是正则元,注意到此时 R 是右非奇异的,因此 cR 是R 的本质右理想.

由 [10 ]p 3引理1. 1, L = {r∈R ûa r∈cR }亦是 R 的本质右理想. 由引理3. 6, L 中含有正则元 d ,

即 ad∈cR ,因此存在 b∈R 使 ad = cb,这说明 R 一定有右商环Q.

设 I 1= I 2= ⋯是Q 的严格右理想降链,则有R 的右理想降链

I 1∩R Β I 2∩R Β ⋯Β I n∩R Β ⋯.

若存在 n 使 I n∩R 在 I n- 1∩R 中是本质的,则对任意的 x∈I n- 1∩R ,由[ 10 ]p 3引理1. 1存在 R

的本质右理想K ,使 x K Α I n- 1∩R. 由引理3. 6, K 含有R 的正则元 c使 x c∈I n∩R. 但又有 x =

x cc
- 1∈ ( I n∩R )Q = I n 得 I n- 1∩R Α I n , I n- 1= ( I n- 1∩R )Q Α I n- 1Q = I n ,这与 I n- 1= I n 矛盾. 说

明对每个 i, I i∩R 在 I i- 1∩R 中都不是本质的,即对每个 i存在R 的非零右理想 J iΑ I i∩R ,使

得 J i∩ ( I i+ 1∩R ) = 0. 从而得到 R 的右理想直和 J 1+ J 2+ ⋯+ J n+ ⋯,这与 R 的右 Go ld ie维

数有限矛盾,所以Q 是A rtin 环.

下面证Q 的幂零根为零. 由推论3. 4, R 没有非零的幂零单侧理想,因此若 I 是Q 的幂零

右理想,则必有 I∩R = 0. 从而任取 x∈I ,一定存在 a , c∈R , c是正则元,使 x = ac
- 1, x c= a∈I

∩R ,即 x = 0, I = 0,所以Q 的幂零根为零,Q 是A rtin 半单环. 由 Go ld ie定理知 R 满足右零化

子升链条件.

反之是显然的. □

上述结论给出了 Go ld ie定理的另一等价形式,因此扩大了 Go ld ie定理适用范围.

定理3. 8　设 R 是满足右零化子特殊升链条件的半质环,且右 Go ld ie维数为1,则 R 是无

零因子环.

证明　设0≠a∈R ,若 r (a)≠0,由于 R 的右 Go ld ie维数为1,所以对 R 的任意右理想 I≠

0, 有 r (a)∩I≠0,这说明 r (a)是 R 的本质右理想,由引理3. 6, r (a)中有 R 的正则元 x ,由0=

ax 有 a∈l (x ) = 0,这与 a 的取法矛盾. 因此 r (a ) = 0,即 a 是右正则元,再由引理3. 5后的注知

a 是正则元,即 R 中无零因子. □

注　显然此时 R 有商环Q 且Q 为除环. 因此作为应用,定理3. 8给出了 Go ld ie 定理的更

进一步的结果,即 Go ld ie维数等于1时的情形.

定理3. 9　设R 满足右零化子极大条件, P 是R 的非本质素理想使R öP 的右 Go ld ie维数

是1,则 P 是完全素理想.

证明　由于 P 不是本质的,所以存在 R 的非零右理想 I 使 P∩I = 0,从而 IP Α I ∩ P =

0,得 P Α r ( I ). 另外有 I r ( I ) = 0得 I Α P 或 r ( I ) Α P. 但已知 P ∩ I = 0,所以 r ( I ) Α P 即

P = r ( I ) .

根据[11 ]p 164定理6,质环R öP 满足右零化子极大条件,所以定理3. 8保证了 R öP 是无零

因子环,即 P 是完全素理想.

注　如果 R 是D 2环,并且有一个包含在 J (R )中的完全素理想,则 R öP 亦然. 另外由[ 8 ]

中命题3的证明知此时 R öP 的右 Go ld ie维数是1,所以本文定理3. 9推广了[8 ]的结果.
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R ings Satisfy ing a Spec ia l A scend ing Cha in Cond ition
for R ight Ann ih ila tors

Z hang L ihong
(D ep t. of M ath. Sip ing T eachers′Co llege, J ilin 136000)

W ang W enju
(Cap ital U niversity of Econom ics and Business, Beijing 100026)

Abstract

In th is paper som e p ropert ies of the rings sa t isfying a specia l ascending chain condit ion

fo r righ t ann ih ila to rs, and som e rela t ion s to left, ring t perfect rings and Q F2righ s are d is2
cu ssed; A s an app lica t ion of Go ld ie theo rem , a condit ion is g iven fo r a p rim e idea l is a com 2
p letely p rim e idea l in th is class of rings.

Keywords　ascending chain condit ion fo r righ t ann ih ila to rs, righ t perfect ring, com p letely

p rim e idea l.
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