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cu-条 件 的M or ita 不 变 性
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摘　要　本文证明了 rc2条件下的 cu2条件是M o rita 不变的.
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1973年, E. G. Evan s 证明了M 可以从直和项中消去当且仅当 EndM 满足稳定秩1条件,

1976年, K. R. Goodearl 把上述问题推广到了模的幂消去. 在[4 ]中, 进一步把幂消去问题推广

到了幂比较, 即环 R 称为满足 cu2条件, 如果 ax + b = 1R , a , x , b ∈ R , 则存在 n > 0,Q ∈

M n (R ) 使得 a I n + bQ 在M n (R ) 上左可逆或右可逆. 在本文中, 证明了 cu2条件在 rc2条件下是

M o rita 不变的. 文中所有环都是带单位元 1 的结合环, 模都是酉模.

环 R 称为满足 rc2条件, 如果 ax + b= 1R , a , x , b∈R , 则存在中心幂等元 e 使得有 y , z∈R

满足 a+ b y 在R öA nn (e)中右逆, a+ b z 在R öA nn (1- e)中左逆, 首先, 有:

命题1　下列两款等价:

(1)　R 满足 rc2条件.

(2)　若M = A 1©B 1= A 2©B 2,A 1µ R µ A 2, 则存在中心幂等元 e 使得

M = C ©D ©B 1= C © E ©B 2,

且

D e= 0, E (1- e) = 0.

证明　 (2) ] (1) 显然

M e = C e © B 1e = C e © E e © B 2e,

M (1 - e) = C (1 - e) © D (1 - e) © B 1 (1 - e)

= C (1 - e) © B 2 (1 - e) ,

类似于文[3 ]命题10即知R 满足 rc2条件.

(1) ] (2)　类似于[3 ]命题10知, 存在中心幂等元 e∈R 使得

M (1- e) = C 1©D ©B 1 (1- e) = C 1©B 2 (1- e) ,

且

M e= C 2©B 1e= C 2© E ©B 2e,

显然有
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D e= 0, E (1- e) = 0,

且

M = M (1- e) ©M e= C ©D ©B 1= C © E ©B 2,

其中C = C 1© C 2, 故命题得证.

命题2　设R 满足 cu2条件且0≠e= e
2∈R , 则 eR e 满足 cu2条件.

证明　假设 ax + b= e, a , x , b∈eR e, 易验证

(a+ 1- e) (x + 1- e) + b= ax + b- e+ 1= 1,

因为R 满足 cu2条件, 故存在 n> 0, Q ∈M n (R ) 使得 (a+ 1- e) I n + bQ 为 n 阶左可逆或右可逆

矩阵.

假设存在 P ∈M n (R )使得 P ( (a+ 1- e) I n+ bQ ) = I n , 则

eP ( (a+ 1- e) I n+ bQ ) e= eI n ,

故

eP (a I n+ bQ e) = eI n.

由于 a , b∈eR e, 从而 a= eae, b= ebe, 所以

eP (eaeõeI ne+ ebeõeQ e) = eI n,

即 (eP e) (aõeI ne+ b (eQ e) ) = eI ne, 故存在 eQ e∈M n (eR e)使得 a (eI ne) + b (eQ e) 在M n (eR e) 中左

可逆, 类似地, 可以证得 a (eI ne) + b (eQ e)在M n (eR e)中右可逆, 故命题得证.

为了便于应用, 给出 cu2条件的模形式.

命题3　设A 为右R 2模, E = EndRA , 则下列两款等价:

(1)　E 满足 cu2条件.

(2)　设M = A 1©B 1= A 2©B 2且A 1µ A µ A 2, 则存在 n> 0, C≤M
n 使得

M
n= C ©D ©B 1

n= C © E ©B 2
n ,

且D = 0或 E = 0.

证明　根据[4 ]命题3. 1知 E 满足 cu2条件当且仅当如果M = A 1©B 1= A 2©B 2, A 1µ A µ
A 2, 则存在 n> 0, C≤M

n 使得M
n= C ©D ©B 1

n= C ©B 2
n 或者M

n= C ©B 1
n = C © E © B 2

n , 故命

题得证.

命题4　设R 满足 rc2条件, 若R 满足 cu2条件, 则M n (R )满足 cu2条件.

证明　设M = A 1©B 1= A 2©B 2,A 1µ R
nµ A 2, 假设 n= 1, 显然存在m ≥1,D 1≤M

m 使得

M
m = D 1© E 1©B 1

m = D 1© F 1©B 2
m ,

且 E 1= 0或 F 1= 0.

假设当 n≤k 时, 存在 s≥1,D 2≥M
s 使得

M
s= D 2© E 2©B

s
1= D 2© F 2©B

s
2,

且 E 2= 0或 F 2= 0.

现令 n= k + 1 (k≥1) , 则 Υ: R © R
k µ A 1, 从而,

A 1= Υ(R © R
k ) = Υ(R ) © Υ(R k ) = F 1© F 2,

这里 F 1= Υ(R ) µ R , F 2= Υ(R k ) µ R
k. 类似地有A 2= G 1© G 2, 这里G 1µ R , G 2µ R

k.

因为
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M = A 1©B 1= F 1© (F 2©B 1) = G 1© (G 2©B 2) = A 2©B 2,

这里 F 1µ R µ G 1. 因为 R 满足 rc2条件, 根据命题1知存在中心幂等元 e∈R 使得M = D © E 1©
(F 2©B 1) = D © E 2© (G 2©B 2) 且 E 1e= 0, E 2 (1- e) = 0, 显然有D © E 1µ F 1µ R µ G 1µ D © E 2,

从而,D eµ R e,D (1- e) µ R (1- e) , 故

D = D e©D (1- e) µ R e© R (1- e) = R ,

从而

R © E 1µ D © E 1µ F 1µ R ,

类似地有R © E 2µ R , 故有

M = (E 1© F 2) © (D ©B 1) = (E 2© G 2) © (D ©B 2) ,

且 E 1© F 2µ R
k µ E 2© G 2, 根据归纳假设知存在 t≥1, D 2≤M

t 使得

M
t= D 2© H 1© (D ©B 1) t= D 2© H 2© (D ©B 2) t,

且H 1= 0或H 2= 0, 故有

M
t= (D t©D 2) © H 1©B

t
1= (D t©D 2) © H 2©B

t
2,

从而由归纳原理以及命题3知 E nd RR
n 满足 cu2条件, 即M n (R )满足 cu2条件.

定理5　设R 满足 rc2条件, 则下列两款等价:

(1)　R 满足 cu2条件;

(2)　对任何 S≈ R , S 满足 cu2条件.

证明　 (2) ] (1) 因为 R M o rita 等价于 R , 故R 满足 cu2条件.

(1) ] (2)　对任何 S≈ R , 存在0≠e= e
2∈M n (R ) , 使得 S µ eM n (R ) e, 由命题4知M n (R ) 满

足 cu2条件, 又根据命题2得 S 满足 cu2条件.

右 R 2模M 称为满足幂比较条件, 如果 EndRM 满足 cu2条件, 则有

命题6　设 EndRM≈ EndRN 满足 rc2条件, 则M 满足幂比较条件当且仅当N 满足幂比较

条件.

证明　假设M 满足幂比较条件, 则 EndRM 满足 cu2条件, 由定理5知 EndRN 满足 cu2条
件, 即N 满足幂比较条件. 类似地可以证明, 若N 满足幂比较条件, 则M 也满足幂比较条件.

命题7　设R 满足 rc2条件, 则下列两款等价:

(1)　R 满足 cu2条件;

(2)　对任何有限生成投射右 R 2模 P , P 满足幂比较条件.

证明　 (2) ] (1) 因为 R 作为右R 2模满足幂比较条件, 故 R 满足 cu2条件.

( 1) ] (2) 　对任何有限生成投射右 R 2模 P , 有幂等变换 eγ: R
n→R

n , 使得 P µ R
n
eγ. 故有

EndR P µ EndR (R n
eγ) µ eγ(EndRR

n) eγµ eM n (R ) e, 其中 e 为 eγ 对应的幂等矩阵; 从而根据命题4和

命题2知 EndR P 满足 cu2条件, 即 P 满足幂比较条件.

注8　在另文中将证明正则环上的 rc2条件是M o rita 不变的, 因而命题6的条件是容易满

足的, 作为推论, 还有:

推论9　设R 为正则、右自内射环, 则下列两款等价:

(1)　R 满足 cu2条件;

(2)　对任何有限生成投射右 R 2模 P , P 满足幂比较条件.
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M or ita Invar ian t Property of cu- Cond ition s

Chen H uany in
(D ep t. of M ath. , H unan N o rm al U niversity, Changsha 410006)

Abstract

In th is paper, w e p rove tha t cu - condit ion s over rings are M o rita invarian t under rc2
condit ion s. A s an app lica t ion, w e con sider pow er com parab ility of m odu les over associa t ive

rings.
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