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摘　要　本文研究了模 n 的原根 a 与它的逆 aλ差的奇数幂分布性质, 并给出了

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

ûa - aλû 2k+ 1 的一个渐近公式.
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1　引　言

设整数 n ≥ 3 , 对任一整数 1 ≤ a ≤ n - 1 且 (a , n) = 1 , 显然存在唯一整数 1 ≤ aλ≤ n -

1 使得 aaλ≡ 1 (m odn) , 把满足这一同余方程的 aλ称为 a 模 n 的逆. 若 n ≥ 3 存在原根, 设A 表

示区间 [1, n ] 中模 n 的所有原根之集合, 本文将借助于W eil 关于 K loo sterm ann 和估计及三

角和方法来研究模 n 的原根与它的逆的差的奇数幂的分布性质及其推广, 即研究

6
a≤x n
aλΦ y n
a∈A

ûa - aû 2k+ 1 的渐近性质, 其中 k 为非负整数, 实数 0 < x , y ≤ 1. 证明了下面的结论:

定理　设模 n ≥ 3 存在原根, 对非负整数 k 和实数 0 < x , y ≤ 1 , 有渐近公式

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

ûa - aλû 2k+ 1 =
Υ(Υ(n) ) n2k+ 1

(2k + 3) (k + 2) x 2k+ 4 + y 2k+ 4 - (x - y ) 2k+ 4 +

　O (4kn2k+ 3
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln4n) ,

其中 Υ(n) 为 Eu ler 函数, d (n) 为除数函数, Ξ(n) 表示 n 的所有不同素因子的个数.

2　若干引理

引理1[ 1 ]　设m、n、q 为整数, 则对模 q 的任一D irich let 函数 ς , 有估计式
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6
q

a= 1

’
ς (a) e

m a + naλ
q

ν (m , n , q)
1
4 q

1
2 d (q) ,

其中 (m , n , q) 表示m、n、q 三个数的最大公因数, 6
q

a= 1

’
表示对与 q 互素的 a 求和, e (a) = e2Πia .

引理2[ 2 ]　设模 n ≥ 3 存在原根, 则有下面估计式

6
n

a= 1
6

n

b= 1
ab≡1 (n)
a, b∈A

e
ra + sb

n
ν (r, s, n)

1
4 n

1
2 4Ξ(Υ(n) )

d (n).

　　引理3　设整数 q ≥ 3 , 对任意整数 n 和非负整数 r 及实数 0 < x ≤ 1 , 定义 K (x , n , r) =

6
a≤x q

a re
an
q

有估计式

K (x , n , r)

=
(x q) r+ 1

r + 1
+ O (qr) , qûn ,

ν qr

sin
Πn
q

, qùn.

　　证明　若 qùn , 则有

K (x , n , r) 1 - e
n
q

= e
n
q

- [x q ] re
( [x q ] + 1) n

q
+

　 6
[x q ]- 1

a= 1

( (a + 1) r - a r) e
n (a + 1)

q
ν qr + 6

[x q ]- 1

a= 1

( (a + 1) r - a r) ν qr,

于是有

K (x , n , r) ν q r

sin
Πn
q

.

　　若 qûn , 则有

K (x , n , r) = 6
a≤x q

a r = ∫
[x q ]

0

trd t + O (qr) =
(x q) r+ 1

r + 1
+ O (qr).

　　引理4　设模 n ≥ 3 存在原根, 对任意非负整数 r, s 和实数 0 < x , y ≤ 1 , 有估计式

6
a≤x n

6
b≤y n

ab≡1 (n)
a, b∈A

a rbs =
Υ(Υ(n) ) n r+ sx r+ 1y s+ 1

(r + 1) (s + 1) + O (n r+ s+
1
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln2n).

　　证明　注意到三角恒等式

6
n

a= 1
e

am
n

=
n ,

0,

nûm ,

nùm
(1)

及引理3, 有

6
a≤x n

6
b≤y n

ab≡1 (n)
a, b∈A

a rbs=
1
n2 6

n

u, v= 1
6

n

a= 1
6

n

b= 1
ab≡1 (n)
a, b∈A

e
au + bv

n 6
[x n ]

c= 1

cre -
cu
n 6

[y n ]

d = 1

d se -
d v
n

=
x r+ 1y s+ 1n r+ sΥ(Υ(n) )

(r + 1) (s + 1) + O (n r+ s+ 1
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln2n).

　　引理5　设模 n ≥ 3 存在原根, 对任意非负整数 k 和实数 0 < x , y ≤ 1 , 有
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6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

(a - aλ) 2k =
Υ(Υ(n) ) n2k

(2k + 1) (2k + 2)
(x 2k+ 2 + y 2k+ 2 - (x - y ) 2k+ 2) +

　O (4kn2k+ 1
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln2n).

　　证明　由二项式公式及引理4得

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

(a - aλ) 2k = 6
2k

i= 0

2k

i
(- 1) i6

a≤x n
aλ≤y n
a∈A

a2k- i (aλ) i

=
Υ(Υ(n) ) n2k

(2k + 1) (2k + 2) - 6
2k+ 2

i= 0

(- 1) i
2k + 2

i
x 2k - i+ 2y i + x 2k+ 2 + y 2k+ 2 +

　O (4kn2k+ 1
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln2n)

=
Υ(Υ(n) ) n2k

(2k + 1) (2k + 2) x 2k+ 2y 2k+ 2 - (x - y ) 2k+ 2 + O (4kn2k+ 1
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln2n)

　　引理6[ 3 ]　设 u , h 及 k 为整数, 且 k ≥ 1 , 则有有限 Fou rier 展开式

uh
k

= -
1
2k 6

k- 1

r= 1
sin

2Πrhu
k

ctg
Πr
k

,

其中函数 ( (x ) ) 定义为

( (x ) ) =
x - [x ] -

1
2

, 如果 x 不是整数,

0, 如果 x 是整数.

　　引理7　设模 n ≥ 3 存在原根, 对任意非负整数 k 和实数 0 < x , y ≤ 1 , 有估计式

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

(a - aλ) 2k+ 1 a - aλ
n

ν n2k+ 3
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln4n.

　　证明　由引理2, 引理3, 引理6及三角恒等式 (1)可得

É )　当 0 < x ≤ 1
2

, 0 < y ≤ 1
2
时,

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

(a - aλ) 2k+ 1 a - aλ
n

　 = -
1

2n26
n- 1

r= 1
ctg

Πr
n 6

n

m = 1
6
[x n ]

t= 1
6
[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)
a, b∈A

t2k+ 1 sin
2Πr (a - b)

n
e

m (a - b - t)
n

+

　　　　　6
[y n ]

t= 1
6
[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)
a, b∈A

t2k+ 1 sin
2Πr (b - a)

n
e

m (b - a - t)
n

+ O (n2k+ 1d (n) lnn). (2)

现估计 (2)式中各项, 注意到三角恒等式 sin (2Πrx ) =
1
2i

e (rx ) - e (- rx ) 得
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6
[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)
a, b∈A

e
m (a - b)

n
e

± r (a - b)
n

　 =
1
n2 6

n

u = 1
6

n

v= 1
6

n

a= 1
6

n

b= 1
ab≡1 (n)
a, b∈A

e
(u + m ± r) a + (v - (m ± r) ) b

n 6
[x n ]

c= 1
e -

uc
n 6

[y n ]

d = 1
e -

d v
n

　 ν n
1
2 (m ± r, n)

1
4 d (n) 4Ξ(Υ(n) ) + n

1
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln2n.

同理可得

6
[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)
a, b∈A

e
m (b - a)

n
e

± r (b - a)
n

ν n
1
2 ( (m ± r, n)

1
4 + d (n) ln2n) d (n) 4Ξ(Υ(n) ).

于是

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

(a - aλ) 2k+ 1 a - aλ
n

ν 1
n2 6

n- 1

r = 1

n
r

n2k+ 2n
1
2 d (n) 4Ξ(Υ(n) ) ( (r, n)

1
4 + d (n) ln2n) +

　 1
n2 6

n- 1

r = 1
6
n- 1

m = 1

n
r

n2k+ 2

m
n

1
2 d (n) 4Ξ(Υ(n) )

(m ± r, n)
1
4 + d (n) ln2n ν n2k+ 3

2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln4n.

　　Ê )　当 1
2

< x ≤ 1,
1
2

< y ≤ 1 时,

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

(a - aλ) 2k+ 1 a - aλ
n

　 = -
1

2n6
n- 1

r = 1
ctg

Πr
n 6

[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)

0< a- b≤nö2
a, b∈A

(a - b) 2k+ 1 sin
2Πr (a - b)

n
+

　　 6
[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)

a- b> nö2
a, b∈A

(a - b) 2k+ 1 sin
2Πr (a - b)

n
+ 6

[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)

0< b- a≤nö2
a, b∈A

(b - a) 2k+ 1 sin
2Πr (b - a)

n
+

　　6
[x n ]

a= 1
6
[y n ]

b= 1
ab≡1 (n)

b- a> nö2
a, b∈A

(b - a) 2k+ 1 sin
2Πr (b - a)

n
ν n2k+ 3

2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln4n.

　　Ë )　当 0 < x ≤ 1
2

,
1
2

< y ≤ 1 时,

6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

(a - aλ) 2k+ 1 a - aλ
n

ν n2k+ 3
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln4n.

结合É )、Ê )、Ë ) , 于是完成了引理7的证明.

3　定理的证明

有了上一节的几个引理, 容易给出定理的证明. 事实上, 由引理5, 引理6, 引理7可得
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6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

ûa - aλû 2k+ 1 = 6
a≤x n
aλ≤y n
a> aλ
a∈A

(a - aλ) 2k+ 1 + 6
a≤x n
aλ≤y n
aλ> a
a∈A

(aλ - a) 2k+ 1

　 = 6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

a - aλ
n

+
1
2

-
a - aλ

n
(a - aλ) 2k+ 1 +

　　　　　6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

aλ - a
n

+
1
2

-
aλ - a

n
(aλ - a) 2k+ 1

　 =
2
n

Υ(Υ(n) n2k+ 2

(2k + 3) (2k + 4) x 2k+ 4 + y 2k+ 4 - (x - y ) 2k+ 4 +

　　　O 4k+ 1n2k+ 3
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln2n + O n2k+ 3

2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln4n

　 =
Υ(Υ(n) ) n2k+ 1

(2k + 3) (k + 2) x 2k+ 4 + y 2k+ 4 - (x - y ) 2k+ 4 +

　　　O (4kn2k+ 3
2 d 2 (n) 4Ξ(Υ(n) ) ln4n).

于是完成了定理的证明.
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Abstract

W e study the d ist ribu t ion p ropert ies of the d ifference betw een the p rim it ive roo t a and

its inverse aλm odu lo n , and give an asym p to t ic fo rm u la fo r 6
a≤x n
aλ≤y n
a∈A

ûa - aλû 2k+ 1.
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