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半正定复方阵的 Kronecker 乘 积
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摘　要　本文应用半正定 (未必是 H erm ite) 复方阵在合同下的标准形给出两个半正

定 (未必是H erm ite)复方阵的 Kronecker 乘积为半正定的充要条件.
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根据Berm an A. 和 P lemm on s R J.
[ 1 ]

, n 阶复方阵A 称为 (半)正定的, 若对任 意 n 维复的

非零行向量 z , 均有R e (zA z
3 ) > 0 (R e (zA z

3 )≥0) , 其中R ea 表示复数 a 的实数部分, 而 z
3 表

示 z 的共轭转置. n 阶复方阵A 和B 称为合同的, 若有 n 阶可逆复方阵 P , 使B = PA P
3 . 最近

[2 ]给出了 n 阶半正定复方阵在合同下的标准形如下:

引理1　n 阶半正定复方阵A 合同于如下的标准形:

A
�= diag ( Im ,A 1,A 2,A 3,O u- r) , (1)

其中 r 是A 的秩 r (A ) , Im 和O n- r分别是m 阶单位方阵和 n- r 阶零方阵,

A 1 = diag (1 + iΚ1, 1 + iΚ2, ⋯, 1 + iΚk ) , (2)

A 2 = diag
　1 1

- 1 0
,

　1 1

- 1 0
, ⋯,

　1 1

- 1 0 2l×2l

, (3)

A 3 = diag ( iI f , - iI g ) , (4)

m = r (A ) - r (K (A ) ) , k = deg (D r (Κ) ) - r (A ) + r (K (A ) ) , l = r (H (A ) ) - deg (D r (Κ) ) , f

= p - u - r (H (A ) ) + deg (D r (Κ) ) , g = q - v - r (H (A ) ) + deg (D r (Κ) ) , 而H (A ) =
1
2

(A

+ A 3 ) , K (A ) =
1
2i

(A - A 3 ) , deg (D r (Κ) ) 是Κ矩阵ΚH (A ) + iK (A ) 的 r阶行列式因子D r (Κ)

的次数, Κ1, Κ2, ⋯, Κk 是D r (Κ) 的所有非零的根, Κ1 ≥ Κ2 ≥⋯≥ Κu > 0 > Κu+ 1 ≥⋯≥ Κu+ v , k =

u + v , 且 p 和 q 分别是H erm ite 方阵 K (A ) 的正负惯性指数.

由引理1易得

引理2　n 阶正定复方阵A 合同于如下的标准形:

A� = diag ( Im ,A 1) , (5)

其中A 1同引理1.

由半正定复方阵与复方阵合同的定义易知, 若 n 阶复方阵A 和B 合同, 且A 半正定, 则B
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也是半正定的; 若A 和B 分别是 n 阶和m 阶复方阵, 则 diag (A ,B )半正定, 当且仅当A 和B

半正定.

熟知, 两个半正定H erm ite 方阵A 和B 的 K ronecker 乘积A á B 必是半正定的, 这一结

论对半正定 (未必是H erm ite) 复方阵并不成立. 本文将应用半正定复方阵在合同下的标准形

给出两个半正定复方阵的 K ronecker 乘积仍是半正定的充要条件. 为此, 需要以下的定义: n

阶半正定复方阵A 称为次数极大的, 若 deg (D r (Κ) ) = r (A ) ; 称 n 阶半正定复方阵A 是类1 (类

2)的, 若 K (A )是半正 (负)定的; 称A 是同正 (同负)的, 若D r (Κ)的正根 (负根)个数等于 K (A )

的正 (负)惯性指数.

应用半正定复方阵在合同下的标准形容易证明

引理3　n 阶半正定复方阵A 是类1的, 当且仅当A 合同于如下的标准形:

d iag ( Im ,A 1, iI f ,O n- r) , (6)

其中m , r, f 和A 1同引理1, 且 Κ1≥Κ2≥⋯≥Κk≥0.

引理4　n 阶半正定复方阵A 是类2的, 当且仅当A 合同于如下的标准形:

d iag ( Im ,A 1, - i I g ,O n- r) , (7)

其中m , r, g 和A 1同引理1, 且0≥Κ1≥⋯≥Κk.

引理5　n 阶半正定复方阵A 是次数极大的, 当且仅当A 合同于如下的标准形:

d iag ( Im ,A 1,O n- r). (8)

　　引理6　n 阶半正定复方阵A 是同正的, 当且仅当A 合同于如下的标准形:

d iag ( Im ,A 1, - i I g ,O n- r). (9)

　　引理7　n 阶半正定复方阵A 是同负的, 当且仅当A 合同于如下的标准形:

d iag ( Im ,A 1, iI f ,O n- r). (10)

　　现在讨论半正定复方阵的 K ronecker 乘积.

定理8　设A 和B 分别是 n 阶半正定复方阵和m 阶半正定H erm ite 方阵, 则A á B 是半

正定的.

证明　由引理1, A 合同于标准形 A�. 而半正定 H erm ite 方阵 B 合同于 B� = diag ( I r (B ) ,

O m - r (B ) ). 因此A á B 合同于A
�á B

�. 应用矩阵的 K ronecker 乘积的定义, 容易验证A
�á B

� 是半

正定的, 从而A á B 半正定.

定理9　设A 和B 分别是 n 阶半正定H erm ite 方阵和m 阶半正定复方阵, 则A á B 是半

正定的. 证明类同于定理8, 略.

下面是本文主要定理.

定理10　设A 和B 分别是 n 阶和m 阶半正定而非 H erm ite 的复方阵, 且 Κa 是 Κ矩阵

ΚH (A ) + iK (A ) 的 r = r (A ) 阶行列式因子D r (Κ) 的任意一个根, Λb 是ΚH (B ) + iK (B ) 的 r′

= r (B ) 阶行列式因子D r′(Κ) 的任意一个根, 则A á B 为半正定的充要条件是, ΚaΛb ≤ 1 , 且下

列条件之一成立:

(1)　A 是类1且非次数极大的,B 是类2且非次数极大的;

(2)　A 是类1且次数极大的,B 是同正且非次数极大的;

(3)　A 是类2且非次数极大的,B 是类1且非次数极大的;

(4)　A 是类2且次数极大的,B 是同负且非次数极大的;
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(5)　A 是同负且非次数极大的,B 是类2且次数极大的;

(6)　A 是同正且非次数极大的,B 是类1且次数极大的;

(7)　A 和B 都是次数极大的.

证明　设A 和B 是半正定而非H erm ite 的复方阵. 应用引理1分别求得A 和B 在合同下

的标准形A
� 和B

�, 则A á B 合同于A
�á B

�, 而且A á B 半正定, 当且仅当A
�á B

� 半正定. 现在设

A á B 半正定, 则A
�á B

� 半正定, 由此可证 ΚaΛb≤1, 而且A
� 不含块A 2. 同样B

� 不含形如 (3)的块

B 2. 然后证明,A� 中的块A 3不同时含有块 iI f 和块- iI g , 因此 f g = 0. 同样B� 中形如 (4) 的块B 3

= diag ( iI f ′, - iI g′)也满足 f ′g′= 0. 进一步可证 f f ′= 0, g g′= 0. 当 f > 0时, g = 0且 f ′= 0. 若

g′= 0, 则由引理4和5可知,B 是类2且次数极大的, 而由引理5和引理7可知, A 是同负且非次数

极大的, 即 (5) 成立; 若 g′> 0, 则B 是类2且非次数极大的, 而A 是类1且非次数极大的, 即 (1)

成立. 同理可证, 当 g > 0时, B 是类1且次数极大的, 而A 是同正且非次数极大的, 即 (6) 成立,

或者A 是类2且非次数极大的, 而B 是类1且非次数极大的, 即 (3) 成立. 当 f = g = 0时, 同理可

证, (2) , (4) 或 (7) 之一成立. 反之容易验证, 若 ΚaΛb≤1, 且 (1) , (2) , ⋯, (7) 之一成立, 则A�á B

是半正定的. 从而A á B 半正定.

推论11　设A 和B 分别是 n 阶和m 阶正定而非H erm ite 的复方阵, 则A á B 为正定的充

要条件是 ΚaΛb≤1, 其中 Κa 是 Κ矩阵 ΚH (A ) + iK (A )的 r= r (A ) 阶行列式因子D r (Κ) 的任意一

个根, Λb 是 ΚH (B ) + iK (B )的 r′= r (B )阶行列式因子D r′(Κ)的任意一个根.

证明　只需注意正定复方阵一定是次数极大的, 由定理10即得此推论.
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Kronecker Products of Posit ive Sem idef in ite
Com plex M atr ices

L i J iong sheng
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Abstract

A n n × n (no t necessarily H erm it ian ) com p lex m atrix A is po sit ive sem idefin ite if

R e (zA z 3 ) ≥ 0 fo r each n2dim en siona l com p lex row vecto r z. In th is paper, w e give a neces2
sary and sufficien t condit ion fo r the K ronecker p roduct of tw o po sit ive sem idefin ite com p lex

m atrices to be po sit ive sem idefin ite.

Keywords　po sit ive sem idefin ite com p lex m atrix, canon ica l fo rm under congruence, K ro2
necker p roduct.
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