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空 间 l∞ (X n) 中 的 弱 紧 性
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摘　要　本文首先得到了以 l∞ (X n) 为值域的有界线性算子为弱紧算子的一个充要

条件和一个充分条件, 讨论了 l∞ (X n)中的弱收敛, 然后给出了 l∞ (X n) 中弱紧性的几种等价刻

画.
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1　引　言

设{X n}是一列Banach 空间, 1≤p < ∞. 记

lp (X n) = {x = (x n) : Π n , x n ∈X n 且 úx ú = (∑
∞

n= 1
úx nú p )

1
p < ∞},

l∞ (X n) = {x = (x n) : Π n , x n ∈X n 且 úx ú = sup
n

úx nú < ∞},

则 l
3
1 (X n) ≌ l∞ (X

3
n ).

关于空间 lp (X n) (1 ≤ p < ∞) 中的弱紧性, 已经得到了很好的结果, 而空间 l∞ (X n) 中的

弱紧性 (包括其中的弱收敛性) 尚未解决, 本文将讨论这个问题.

文中所讨论的空间均为Banach 空间, 以B X 表示空间 X 的闭单位球, aco (A ) 表示集合A

的闭绝对凸包,L (X , Y ) 表示由X 到Y 的有界线性算子组成的空间, 用P k 表示由 l∞ (X n) 到X k

的投影算子, e
k = (0, ⋯, 0, 1

第k项

, 0, ⋯) , 当 x ∈ l∞ (X n) 时其坐标表示视为 (x n).

2　 主要结果

引理 1[ 1 ]　T ∈L (X , Y ) 为弱紧算子当且仅当其共轭算子 T 3 是弱紧算子.

定理 1　设 T ∈L (Y , l∞ (X n) ) , T n = P nT (Π n). 则 T 为弱紧算子的充要条件是: 存在 Y 3

的弱紧子集 K 使 T
3
n (B X 3

n
) < K (Π n).

证明　 (1) 设 T 为弱紧算子, 则必存在自反Banach 空间 Z 及 S 1 ∈L (Y , Z ) , S 2 ∈L (Z ,

l∞ (X n) ) , 使 T = S 2S 1
[ 2 ]. 于是 T n = P nS 2S 1 (Π n).
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不妨设 úS 2ú ≤ 1.

令 K = S
3
1 (B Z 3 ) , 则 K 为 Y 3 的弱紧子集. 注意到 úS

3
2 P

3
n ú ≤ úS 2ú õ úP nú = úS 2ú ≤

1 (Π n) , 故

T
3
n (B X 3

n
) = S

3
1 (S

3
2 P

3
n B X 3

n
) < K , Π n.

(2)　设 K 为 Y 3 的弱紧子集且使 T
3
n (B X 3

n
) < K (Π n).

记 K 1 = aco (K ) , 则由K rein 定理[ 3 ]
, K 1 仍为 Y 3 的弱紧子集. 定义S ∈L ( l1 (X

3
n ) , Y 3 ) 为

S (x 3 ) = ∑
∞

n= 1

T
3
n (x

3
n ) , Π x 3 = (x

3
n ) ∈ l1 (X

3
n ).

任取 x 3 = (x
3
n ) ∈B l1 (X 3

n
) , 并记 Κn = úx

3
n ú , y

3
n =

x
3
n

úx
3
n ú

x
3
n ≠ 0,

0 x
3
n = 0

(Π n) , 则 T
3
n (y

3
n ) ∈

K 1 (Π n) , 由于 K 1 是绝对凸集且∑
m

n= 1
Κn ≤ 1 (Πm ) , 故

∑
m

n= 1
T

3
n (x

3
n ) = ∑

m

n= 1
ΚnT

3
n (y

3
n ) ∈ K 1, Πm .

由 K 1 的弱紧性及凸性, 知 K 1 为闭集, 故

S (x 3 ) = ∑
∞

n= 1
T

3
n (x

3
n ) = lim

m →∞∑
m

n= 1
T

3
n (x

3
n ) ∈ K 1.

因此 S (B l1 (X 3
n

) ) < K 1, 故 S 为弱紧算子. 由引理 1, S 3 ∈L (Y 3 3 , l∞ (X
3 3
n ) ) 仍为弱紧算子.

容易验证, T = S 3 û Y , 故 T 也是弱紧算子. 证毕.

完全仿照定理 1 中充分性的证明就可得到

定理 2　设 T ∈L (Y 3 , l∞ (X n) ) , T n = P nT (Π n). 若存在 Y 的弱紧子集K 使 T
3
n (B X 3

n
) <

K (Π n) , 则 T 必为弱紧算子.

下面来讨论 l∞ (X n) 中的弱收敛性, 先介绍两个引理:

引理 2　 设 T ∈L ( l1, Y ) 且 y
k

= T e
k (Π k ).

(a)　{y
k } 弱收敛于 0;

(b)　T
3 ∈L (Y 3 , c0) ;

(c)　T 为弱紧的.

则 (a) Ζ (b) ] (c).

证明　 (a) ] (b) 设 y
k →

w

0, 任取 f ∈ Y 3 , 则 f (y k ) → 0 且 T 3 f ∈ l∞. 设 T 3 f = (Νk ) , 则

有

Νk = T 3 f (ek) = f (T ek ) = f (y k ) → 0.

故 T 3 f ∈ c0. 这说明 T 3 ∈L (Y 3 , c0).

(b) ] (a)　 设T 3 ∈L (Y 3 , c0) , f ∈Y 3 , 并设T 3 f = (Νk ) , 则有Νk = f (y k ) (Π k ). 因T 3 f

∈ c0, 故 f (y k ) → 0, 由 f 的任意性知 y k →
w

0.

(b) ] (c)　设 (b) 成立, 由于 T 3 : Y 3 → l∞ 为w 3 - w 3 连续的, 故 T
3 (B Y 3 ) 在 lõ 中为w

3

紧的, 又因 T
3 (B Y 3 ) < c0, 故 T 3 (B Y 3 ) 在 c0 中为w 紧的, 即 T 3 为弱紧算子, 由引理 1, T 为弱
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紧算子. 证毕.

引理 3　 空间 c0 中的有界序列{x k } 弱收敛于 0 的充要条件为 x
k
n → 0 (k →∞) (Π n).

这是众所周知的结论.

定理 3　 空间 l∞ (X n) 中的有界序列{x k } 弱收敛于 0 的充要条件为

( i)　对每个 n 均有 x
k
n →

w

0;

( ii)　任取{x
3
n }, 其中 x

3
n ∈B X 3

n
(Π n) , 均存在{n i} 使lim

k→∞
lim
i→∞

x
3
n i

(x
k
n i

) = 0.

证明　定义 T ∈L ( l1, l∞ (X n) ) 为

T (a) = ∑
∞

k= 1
Νkx

k , Π a = (Νk ) ∈ l1.

则 T e
k = x k (Π k ) , 令 T n = P nT (Π n).

(1)　设 x k →
w

0, 则由 P n 的连续性, ( i) 成立.

由引理 2, T 3 ∈L ( l
3
∞ (X n) , c0) 且 T 为弱紧的, 从而由定理 1, 存在 c0 的弱紧子集 K , 使

T
3
n (B X 3

n
) < K (Π n). 任取{x

3
n }, 其中 x

3
n ∈B X 3

n
(Π n) , 则 T

3
n (x

3
n ) ∈ K (Π n). 设 T

3
n (x

3
n ) =

(Νk ) , 则

x
3
n (x

k
n) = x

3
n (P nx k) = x

3
n (T ne

k ) = T
3
n x

3
n (ek ) = Νk , Π k.

故 (x
3
n (x

k
n) ) ∞

k= 1 = T
3
n (x

3
n ) ∈K (Π n). 而K < c0 为弱紧集, 故存在子列{n i}, 使T

3
n i

(x
3
n i

) →
w

a , 其

中 a = (Γk ) ∈ c0. 于是由引理 3, x
3
n i

(x
k
n i

) → Γk ( i →∞) (Π k ). 故

lim
k→∞

lim
i→∞

x
3
n i

(x
k
n i

) = lim
k→∞

Γk = 0.

(2)　 设 ( i) , ( ii) 均成立. 令 K = { (x
3
n (x

k
n) ) ∞

k= 1: x
3
n ∈B X 3

n
, n = 1, 2, ⋯}. 由条件 ( i) , K <

c0. 由条件 ( ii) 及B X 3
n
的w 3 紧性 (Π n) , 易证 K 为相对弱紧的, 从 (1) 的证明知, 若 x

3
n ∈B X 3

n
,

则 T
3
n (x

3
n ) = (x

3
n (x

k
n) ) ∞

k= 1, 故 T
3
n (B X 3

n
) < K (Π n). 由定理 2 知 T 为弱紧算子.

对{x
k
} 的任一子列{x

k i}, 因 x
k i = T e

k i (Π i). 故存在其子列{y i} 弱收敛, 设极限为 x , 由条

件 ( i) , x = 0. 即{x k } 的任一子列均存在弱 0 子列, 故 x k →
w

0. 证毕.

现在来讨论 l∞ (X n) 中的弱紧性, 为此先介绍两个引理:

引理 4　在赋范空间X 中, 若 x k →
w

x , 则存在{y k } 使 y k ∈ co (x k , x k+ 1, ⋯) (Π k ) 且 y k → x.

证明　若 u n →
w

u , 则必存在{v n} 使 v n ∈ co (u 1, u 2, ⋯) (Π n) 且 v n → u
[ 4 ].

应用上述结论, 若 x k →
w

x , 则存在 y 1 ∈ co (x 1, x 2, ⋯) 使 úy 1 - x ú < 1, 又因{x k }
∞
k= 2 弱收敛

于 x , 故必存在 y 2 ∈ co (x 2, x 3, ⋯) 使 úy 2 - x ú <
1
2

.

这样继续下去就得到所求的{y k }. 证毕.

引理 5
[ 5 ]　 集合A < Y 为相对弱紧的充要条件为: 任取{x k } < A , 均存在{y k }, 使 y k ∈

co (x k , x k+ 1, ⋯) (Π k ) 且{y k } 弱收敛.

定理 4　 设 K 为 l∞ (X n) 中的有界集, 则下列命题等价:

(a)　K 为相对弱紧的;

(b)　任取{x k } < K , 均存在子列{y k } 及 y = (y n) ∈ l∞ (X n) , 使 ( i) 任意 n 均有 y
k
n →

w

y n ,
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( ii) 任意{x
3
n }, 其中 x

3
n ∈B X 3

n
(Π n) , 均存在{n i} 使

lim
k→∞

lim
i→∞

x
3
n i

(y
k
n i

- y n i
) = 0;

(c)　 任取{x k } < K , 均存在{y k } 及 y = (y n) ∈ l∞ (X n) , y k ∈ co (x k , x k+ 1, ⋯) 使 ( i) 任意

n 均有 y
k
n → y n; ( ii) 任意{x

3
n }, 其中 x

3
n ∈B X 3

n
(Π n) , 均存在{n i} 使

lim
k→∞

lim
i→∞

x
3
n i

(y
k
n i

- y n i
) = 0;

(d)　任取{x k } < K , 均存在{y k } 及 y = (y n) ∈ l∞ (X n) , y k ∈ co (x k , x k+ 1, ⋯) (Π k ) 使 ( i)

任意 n 均有 y
k
n →

w

y n , ( ii) 任意{x
3
n }, 其中 x

3
n ∈B X 3

n
(Π n) , 均存在{n i} 使

lim
k→∞

lim
i→∞

x
3
n i

(y
k
n i

- y n i
) = 0.

证明　 (a) Ζ (b) 由定理 3 立即得到.

(a) ] (c)　由定理 3 及引理 4 即得.

(c) ] (d)　显然成立.

(d) ] (a)　由定理 3 及引理 5 即得. 证毕.
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W eak Com pactness in l∞ (X n)

L in Gu ihua
(D ep t. of A pp l. M ath. , D alian U niversity of T echno logy, 116024)

Abstract

In th is paper, a equ iva len t condit ion and a sufficien t condit ion of w h ich opera to rs w ith

l∞ (X n) as range are w eak com pact are ob ta ined first, and the w eak convergence in l∞ (X n) is

d iscu ssed, then severa l characteriza t ion s of w eak com pactness in l∞ (X n) a re g iven.

Keywords　l∞ (X n) , w eak com pact opera to rs, w eak com pactness.
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