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凸集上投影算子的一个单调性质
Ξ
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摘　要　本文证明了投影算子的一个新的单调性质, 并简要讨论了与其它单调性质

的关系.
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设 8 为 R
n 中的闭凸集, 记 P (x )为到 8 上的投影算子, 即

P (x ) = argm in{úz - x ú: z ∈ 8 }.

投影算子 P 的性质在与投影梯度法有关的算法中起着至关重要的作用, 参见[ 1- 4 ]. 首先介

绍一些已知的性质, 下述性质的前三个可见[2 ]中引理2. 1, 性质 (d) 可见[ 2 ]中引理2. 2, (e) 可

见[4 ]中引理3, (f)是 (a)的一个简单推论.

引理1　 (a)　〈P (x ) - x , z - P (x )〉≥0, Π x ∈R
n
, z∈8 ;

(b)　〈P (y ) - P (x ) , y - x 〉≥0, Π x , y∈R
n
, 若 P (x )≠P (y ) , 则严格不等式成立;

(c)　úP (y ) - P (x ) ú≤úy - x ú , Π x , y∈R
n
;

(d)　给定 x ∈8 及 d∈R
n , 函数 Ω(Α) =

úx - P (x - Αd ) ú
Α , Α> 0是关于 Α的不增函数;

(e)　给定 x ∈8 及 d∈R
n
, 函数 # (Α) =

〈d , x - P (x - Αd )〉
Α , Α> 0是关于 Α的不增函数;

(f)　给定 x ∈8 , d∈R
n 及 Α> 0, 有〈d , x - P (x - Αd )〉≥úx - P (x - Αd ) ú 2

Α .

　　现在证明算子 P 的另外一个单调性质.

定理2　给定 x ∈8 及 d∈R
n , 函数 5 (Α) =

〈d , x - P (x - Αd )〉
úx - P (x - Αd ) ú , Α> 0是关于 Α的不增函数.

证明 (反证法)　设存在两个正常数 Α, Β且 Β> Α使得

〈d , x - P (x - Αd )〉
úx - P (x - Αd ) ú <

〈d , x - P (x - Βd )〉
úx - P (x - Βd ) ú . (1)

从关系 (1)得到矛盾, 从而证明定理的结论. 令

z (Κ) = P (x - Βd ) + Κ(x - P (x - Βd ) ) , Κ∈R

及

Iλ= {z (Κ) : Κ∈[0, 1 ]}.

由于 x ∈8 , P (x - Βd )∈8 及 8 为凸集, IλΑ 8. 令
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Χ(Κ) = ú (x - Αd ) - z (Κ) ú 2
, Κ∈R.

Χ(Κ)为 Κ的凸函数, Χ(Κ)的导数为

Χ′(Κ) = 2〈x - Αd - z (Κ) , x - P (x - Βd )〉.

设 Κ3 满足 Χ′(Κ3 ) = 0, 得到

Κ3 =
〈x - Αd - P (x - Βd ) , x - P (x - Βd )〉

úx - P (x - Βd ) ú 2 = 1-
Α〈d , x - P (x - Βd )〉

úx - P (x - Βd ) ú 2 . (2)

从引理1 (f)知

〈d , x - P (x - Βd )〉≥úx - P (x - Βd ) ú 2

Β .

将上式代入 (2)有 Κ3 ≤1-
Α
Β< 1.

考虑两种情况

情况1　Κ3 ≥0.

由于 Χ(Κ)为凸函数且 Κ3 ∈[0, 1 ], 所以 Χ(Κ3 )≤Χ(Κ) , Κ∈[0, 1 ]. 令

　　　　　　　z
3 = P (x - Βd ) + Κ3 (x - P (x - Βd ) )

= P (x - Βd ) + (1- Α〈d , x - P (x - Βd )〉
úx - P (x - Βd ) ú 2 ) (x - P (x - Βd ) ) ,

显然 z
3 ∈8 , 现在证明

úx - Αd - z 3 ú < úx - Αd - P (x - Αd ) ú. (3)

上式就与 P (x - Αd )的定义矛盾. 事实上,

úx - Αd - z
3 ú 2= úx - Αd - x +

Α〈d , x - P (x - Βd )〉
úx - P (x - Βd ) ú 2 (x - P (x - Βd ) ) ú 2

= Α2úd ú 2- Α2 (〈d , x - P (x - Βd )〉
úx - P (x - Βd ) ú

) 2,

所以

　　úx - Αd - P (x - Αd ) ú 2
- úx - Αd - z

3 ú 2

　= úx - P (x - Αd ) ú 2
- 2Α〈d , x - P (x - Αd )〉+ Α2 (〈d , x - P (x - Βd )〉

úx - P (x - Βd ) ú
) 2

　>
(1)

úx - P (x - Αd ) ú 2- 2Α〈d , x - P (x - Αd )〉+ Α2 (〈d , x - P (x - Αd )〉
úx - P (x - Αd ) ú

) 2

　= úx - P (x - Αd ) - Α〈d , x - P (x - Αd )〉
úx - P (x - Αd ) ú 2 (x - P (x - Αd ) ) ú 2≥0.

这就证明了 (3)式.

情形2　Κ3 < 0, 即1-
Α〈d , x - P (x - Βd )〉

úx - P (x - Βd ) ú 2 < 0. 从而

〈d , x - P (x - Βd )〉>
úx - P (x - Βd ) ú 2

Α . (4)

现在证明

úx - Αd - P (x - Βd ) ú < úx - Αd - P (x - Αd ) ú. (5)

由 (1)及 (4)知

　　úx - Αd - P (x - Αd ) ú 2- úx - Αd - P (x - Βd ) ú 2

　= úx - P (x - Αd ) ú 2- 2d〈d , x - P (x - 2d )〉-
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　　úx - P (x - Βd ) ú 2
+ 2Α〈d , x - P (x - Βd )〉

　> úx - P (x - Αd ) ú 2- 2Αúx - P (x - Αd ) ú
úx - P (x - Βd ) ú〈d , x - P (x - Βd )〉-

　　úx - P (x - Βd ) ú 2
+ 2Α〈d , x - P (x - Βd )〉

　> úx - P (x - Αd ) ú 2
+ 2Α(1-

úx - P (x - Αd ) ú
úx - P (x - Βd ) ú

) úx - P (x - Βd ) ú 2

Α -

　　úx - P (x - Βd ) ú
　= úx - P (x - Αd ) ú 2- 2úx - P (x - Αd ) úúx - P (x - Βd ) ú+

　　úx - P (x - Βd ) ú 2

　= (úx - P (x - Αd ) ú - úx - P (x - Βd ) ú ) 2≥0.

这就证明了 (5)式, 从而与 P (x - Αd )的定义矛盾. 综合情形1及2就证明了结论.

最后指出定理要求úx - P (x - Αd ) ú≠0, Α> 0, 如果它等于零, 定理就成为最简单的情形.

即投影方法就不必考虑这些单调性质. 注意到

〈d , x - P (x - Αd )〉
Α =

úx - P (x - Αd ) ú
Α

〈d , x - P (x - Αd )〉
úx - P (x - Αd ) ú ,

由引理1 (d)及定理2就得到 # (Α)是关于 Α的不增函数.
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A M onoton ic Property of the Project Operator
on to a Closed Convex Set
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Abstract

T h is paper p roves a new m ono ton ic p roperty fo r m ono tone opera ter, and stud ies the re2
la t ion sh ip betw een th is p roperty and o ther m ono ton ic p ropert ies.
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