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一个反应扩散方程解的熄灭行为
Ξ

陈　松　林
(华东冶金学院, 安徽马鞍山243002)

摘　要　本文应用上下解方法和L p 积分模估计的方法研究了一类反应扩散方程初

边值问题正解的熄灭形为, 给出解熄灭的参数环境.
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应用上下解和 L
p 积分模估计的方法来研究反应扩散问题解的渐近性已有大量的结

果[ 1- 5, 8, 9 ]. 对方程 u t- ∃u= u
p 的初边值问题, H. Fu jita [ 1 ]和 F. B. W eissler[ 2 ]分别讨论了其古典

解和L
m (Rn) 广义解, Y. Giga [ 3 ]对解的B low 2up 性质作了深入的讨论, 文 [ 4 ]给出其解熄灭的

充要条件. 关于方程 u t- ∃u= u
p - u

q- u 的 Cauchy 问题, 王明新[ 5 ]借助于初边值问题研究了

其广义解的整体存在性、渐近性和B low 2up. 本文将运用L
p 积分模和上下解方法研究初边值

问题:

5u
5t

- ∃u = u p - uq - u　 (x , t) ∈ 8 × (0, + ∞) ,

u (x , t) û 58× (0, + ∞) = 0, (1)

u (x , 0) = u0 (x ) ≥ 0, 　x ∈ 8
解的熄灭行形为. 这里 p , q 为正常数, 8 为有界域.

定理1　设0< p < 1, 0< q< 1, 1< k < p + 1, 则问题 (1) 的解 u= u (x , t) 在有限时间 T 熄灭

(定义见[4 ]) , 且有如下指数型衰减估计

úu (õ, t) ú 2 ≤ Βe
- Αt　t ∈ [0, T 0) ,

úu (õ, t) ú 2 ≤ [ (úu (õ, t) ú
2- k

2
2 +

m
2

) e
- ( t- T 0)

-
m
2

]
2

2- k , 　t ∈ [T 0, T ) ,

úu (õ, t) ú 2 = 0, 　t ∈ [T , + ∞) ,

这里 k , Β, Α, T 0, T ,m 均为与 u 无关的正常数, 其值在定理的证明过程中确定.

先给出两个引理.

引理1　设1< k < p + 1, a , b 为某给定正常数, y = y ( t)为方程

y′= - ay
k
2 - y + by

p + 1
2 , 　t > 0,

y (0) = y 0 ≥ 0,
(2)
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的解, 则存在 Α> 1, Β> 0, 使如下估计式成立0≤y ( t)≤Βe
- Αt

, t≥0.

证明　首先通过选取合适的 Α, Β使 Βe
- Αt为 (2)的上解, 事实上要使

- ΑΒe
- Αt≤- a (Βe

- Αt)
k
2 - Βe

- Αt+ b (Βe
- Αt)

p + 1
2 ,

或

(1- Α) Β
2- k

2 e
- Αt≤- a (1-

b
a

Β
p + 1- k

2 ) e
- kΑ

2 t
,

只须选取 Α> 1和 Β充分大, 上式即可满足, 0为下解是显然的, 由比较定理引理1得证.

引理2　设 y ( t)≥0满足下述不等式

d y
d t

+ m y
k
2 + y ≤ 0, 　t ∈ (T 0, + ∞) ,

y (T 0) = y T 0 ,
(3)

则有下述估计

y ( t) ≤ [ (y (T 0)
2- k

2 +
m
2

) e
- ( t- T 0)

-
m
2

]
2

2- k , 　t ∈ [T 0, T ) ,

y ( t) = 0, 　t ∈ [T , + ∞).

　　证明　用Bernou lli 方程

dy
d t

+ m y
k
2 + y = 0,

y (T 0) = y T 0

的解 y = y ( t)和 y = 0分别构成 (3)的上、下解. 通过解上述Bernou lli 方程证得引理.

定理1的证明　用 u (x , t)乘方程 (1)的两边后在 8 上积分得

1
2

d
d t

úuú 2
2+ ú¨ uú 2

2- úuú p + 1
p + 1+ úuú q+ 1

q+ 1+ úuú 2
2= 0, (4)

这里úuú l= úu (õ, t) ú l 表L
l (8 ) 空间中的范数. 应用 Gaglia rdo2N irenberg 不等式[ 6 ]知存在常数

c, 使

úuú 2≤cúuú 1- Η
1+ qõú¨ uú Η

2, (5)

其中 Η= [N (1- q) ]ö[N (1- q) + 2 (1+ q) ], N 为 8 的空间维数. 若取 k = [ 2N (1- q) + 4 (1+

q) ]ö[N (1- q) + 4 ], 对 (5)式应用内插不等式[ 7 ]知对任意 Ε> 0, 存在 cΕ> 0, 使

úuú k
2 ≤ cΕúuú 1+ q

1+ q + Εú¨ uú 2
2. (6)

又对úuú p + 1
p + 1应用Hoβlder 不等式的简单推广 (参见[7 ]p 146)

úuú p + 1
p + 1 ≤ û8 û

1- p
2 úuú p + 1

2 , (7)

这里û8 û表 8 的模. 考虑到 (6) , (7)式知存在常数 a , b, 使 (4)式成为

d
d t

úuú 2
2 ≤- aúuú k

2 - úuú 2
2 + búuú p + 1

2 ,

úu (õ, 0) ú 2
2 = úu 0 (x ) ú 2

2. (8)

由引理1知存在 Α> 1, Β充分大, 使下式成立

0 ≤ úuú 2 ≤ Βe- Αt, 　t ≥ 0. (9)

又由 (8)式, 记 y = úuú 2
2, 有
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　　　dy
d t

≤- ay
k
2 - y + by

p + 1
2 = - ay

k
2 (1-

b
a

y
p + 1- k

2 ) - y , 　t≥0. (10)

由 (9)式知, 存在 T 0, 使

1-
b
a

úuú p + 1- k
2 ≥1-

b
a

(Βe
- ΑT 0) p + 1- k≡Κ> 0, 　t∈[T 0, + ∞).

此时 (10)式变成

d y
d t

≤- Κay
k
2 - y , 　t ∈ [T 0, + ∞) , (11)

y (T 0) = y T 0.

对 (11)式, 取 Κa= m , 应用引理2即得证本定理.

定理2　对方程 (1) , 若1< q< p , 则其解不熄灭, 且有估计

úu (õ, t) ú 2 ≥ cexp (- Θ1- q t) , 　t > T 1, (12)

这里 c, Θ, T 1在证明过程中选取.

证明　首先作变换

v (x , s) = Θe
sõu (x , Θq- 1

s) , 　s= Θ- (q- 1)
t,

Θ为待定正常数. 此时 (1)化为

　　　5v
5s

- Θq- 1∃v - e
- (p - 1) sΘq- p

v
p + e

- (q- 1) s
v

q+ Θq- 1
v - v = 0, (1′)

　　　v (x , s) û 58× (0, + ∞) = 0,

　　　v (x , 0) = Θu0 (x ) , 　x ∈8 ,

用 v 和5v
5s
分别乘 (1′)中方程的两边后对 x 积分得

　　　　 1
2

d
d s

úv ú 2
2+ Θq- 1úý v ú 2

2- Θq- p
e

- (p - 1) súv ú p + 1
p + 1

+ e
- (q- 1) súv ú q+ 1

q+ 1+ (Θq- 1- 1) úv ú 2
2= 0 (13)

及

　ú 5v
5s

ú 2
2+

d
d s

[
1
2 Θq- 1úý v ú 2

2- Θq- p 1
p + 1e

- (p - 1) súv ú p + 1
p + 1

+
1

q+ 1e
- (q- 1) súv ú q+ 1

q+ 1+
Θq- 1- 1

2
úv ú 2

2 ]

　　≤-
q- 1
q+ 1e

- (q- 1) súv ú q+ 1
q+ 1+

p - 1
p + 1Θq- p

e
- (p - 1) súv ú p + 1

p + 1≤0　 (当 s> s1时). (14)

由 (14)式有

1
2 Θq- 1úý v ú 2

2- Θq- p 1
p + 1e

- (p - 1) súv ú p + 1
p + 1+

1
q+ 1e

- (q- 1) súv ú q+ 1
q+ 1+

Θq- 1- 1
2

úv ú 2
2

　　≤Θq+ 1 ( 1
2

úý u 0ú 2
2+

1
q+ 1

úu 0ú q+ 1
q+ 1-

1
p + 1

úu 0ú p + 1
p + 1) +

Θq- 1- 1
2

úv ú 2
2≡E 0.

若再取 Θ充分小, 可使 E 0< 0.

将这些结果代入 (13)式得

1
2

d
d s

úv ú 2
2+

1- q
2 Θq- 1úý v ú 2

2-
p - q
p + 1Θq- p

e
- (p - 1) súv ú 1+ p

1+ p +
q- 1

2
(1- Θq- 1) úv ú 2

2

　≥- (q+ 1) E 0.

从而由定理所给条件有
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1
2

d
d s

úv ú 2
2+

q- 1
2

(1- Θq- 1) úv ú 2
2≥- (q+ 1) E. (15)

由 (15)式知, 存在 s0> s1, c> 0, 使úv ú 2
2≥c, 回代变换后即知 (12)式成立. 证毕.
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The Extinction Behav ior of Solution s for a Reaction
D iffusion Equation

Chen S ong lin
(East Ch ina Institu te of M etallu rgy, A nhui, M aanshan 243002)

Abstract

In th is paper w e ob ta in a necessary and a sufficien t condit ion s of ex t inct ion of so lu t ion s

fo r a react ion diffu sion equat ion s by u sing sub2 and super2so lu t ion m ethods and L
p 2in tega l

m odel est im at ion m ethods.

Keywords　 react ion diffu sion equat ion, L
p 2in tega l m odel, sub2 and super2so lu t ion, ex t inc2

t ion.
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