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q 超几何级数25 0 [a , b; z ]的两个基本恒等式及其一些应用
Ξ

魏鸿增　　张谊宾
(河北师范大学数学系, 石家庄050091)

摘　要　本文由有限域上交错矩阵方程 X K 2ΤX ′= 0的解数公式得到 q 超几何级数

25 0的一个基本恒等式, 并且用它能直接把一些特殊矩阵的这类方程的解数由函数25 0表出. 另

外还用25 0的一个恒等式得出 F q 上m 阶特殊矩阵的个数.
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1　引　言

熟知二项系数
m

k
的 q 模拟是高斯二项系数

m

k q
=

(qm - 1) (qm - 1 - 1)⋯ (qm - k+ 1 - 1)
(qk - 1) (qk- 1 - 1)⋯ (q - 1) . (1)

对于超几何级数 sF t
a1, ⋯, a s

b1, ⋯, bt
; z 也有相应的 q 模拟, 即 q 超几何级数

s5 t
a1, ⋯, a s

b1, ⋯, bt
; z = ∑

r

r= 0

(a1) r⋯ (a s) rz
r

(b1) r⋯ (bt) r (q) r
, (2)

这里 (a ) r= (1- a ) (1- aq) ⋯ (1- aq
r- 1) , 且 (a) 0= 1. 因此 (2) 是 a1, ⋯, a s, b1, ⋯bt, q 与 z 的函

数, 且依定义

25 0 [a , b; z ] = ∑
∞

r= 0

(a) r (b) r

(q) r
z

r
. (3)

由分拆及子空间计数等问题引入的高斯二项系数除了简化表达外, 还具有一系列约简计算的

性质. 对于 q 超几何级数来说同样也有约简公式和简化计算的作用. 因此一些计数公式考虑它

能否用 q 超几何级数表达常常是重要的.

设 F q 是 q 元有限域, F q 上两个 n 阶矩阵A , B 说是同步的, 如果存在非奇异矩阵 T 使得

TA T ′= B . 把 F q 上适合方程 X A X ′= O
(m ) 的m ×n 矩阵解 X 的个数记作 nm ×n (A , O ) , 易知若

A 同步于B , 则 nm ×n (A , 0) = nm ×n (B , 0). 因此将总用矩阵的同步标准形决定的矩阵方程来讨

论解数公式. 本文首先由交错矩阵方程的解数公式证明 25 0的一个恒等式, 然后利用该式直接

推出本文所得到的一些特殊矩阵方程解数公式的 q 超几何级数表示. 另外还应用恒等式 25 0
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[c, q
- n

; q ]= c
n 给出有限域 F q 上m 阶特殊矩阵个数的证明. 本文的术语、符号多采自[1 ].

2　从交错矩阵方程解数得到 25 0的恒等式

设 q 是任意素数 p 的方幂, 则有限域 F q 上任何m 阶交错矩阵由[1 ]定理3. 1知必同步于

0 I
(Τ)

- I
(Τ)

0

O
(m - 2Τ)

,

这里0≤2Τ≤m , Τ称为指数. 显然交错矩阵的秩为偶数, 且2Τ阶非奇异交错矩阵的同步标准

K 2Τ=
0 I

(Τ)

- I
(Τ)

0
.

定义辛群S p 2Τ(F q) = {T ∈GL n (F q) ûT K 2ΤT ′= K 2Τ}以及它在 F q 上2Τ维行向量空间 F
(2Τ)
q 上的作

用:

　　F
(2Τ)
q ×S p 2Τ(F q)→F

(2Τ)
q ,

( (x 1, x 2, ⋯, x 2Τ) , T )→ (x 1, x 2, ⋯, x 2Τ) T.

把具有这个作用的 F
(2Τ)
q 称为2Τ维辛空间且仍记为 F

(2Τ)
q . 设 P 是 F

(2Τ)
q 的一个 k 维子空间. m ×

2Τ矩阵 X 叫做子空间 P 的一个矩阵表示, 如果它的行向量是 P 的生成元. k 维子空间 P 的 k

×2Τ矩阵表示特别仍记为 P. F
(2Τ)
q 的一个 k 维子空间称为全迷向或 (k , 0)型的, 如果 P K 2ΤP ′=

O
(k )

. 把 F q 上适合方程

X K 2ΤX ′= O
(m ) (4)

的解m ×2Τ矩阵X 和秩 k 的m ×2Τ矩阵X 的个数分别记作 n (K 2Τ,O
(m ) )和 n (K 2Τ,O

(m )
; k ).

引理2. 1　秩 k 的m ×2Τ矩阵 X 是 (4) 的一个解当且仅当 X 是辛空间 F
(2Τ)
q 里一个 (k , 0)

型子空间 P 的m ×2Τ矩阵表示.

证明　设X 适合 (4). 由 rankX = k 有X = T P , 这里 T 是秩 k 的m ×k 矩阵, P 是秩 k 的 k

×2Τ矩阵. 以 T 为前 k 列作m 阶非奇异矩阵M , 那么X = M
P

0
, 且由 (4)推出 P K 2ΤP ′= O

(k)
.

这样 P 的 k 个行向量生成辛空间 F
(2Τ)
q 中一个 (k , 0) 型子空间 P , 它以 X 为矩阵表示. 反之, 若

F
(2Τ)
q 中 (k , 0) 型子空间 P 以m ×2Τ矩阵 X 为矩阵表示, 那么 rankX = k 且子空间 P 有秩 k 的

k×2Τ矩阵表示 P 适合 P K 2ΤP ′= 0. 又矩阵 P 的 k 个行向量是子空间 P 的基, 因此存在秩 k 的

m ×k 矩阵 T 使 X = T P 从而X 适合 (4).

定理2. 2　设0≤k≤Τ, 那么

n (K 2Τ,O
(m )

; k ) = q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
2i

- 1) , (5)

n (K 2Τ,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ,m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
2i

- 1). (6)

　　证明　对 (k , 0)型子空间 P 的一个取定 k×2Τ矩阵表示 P , F q 上秩 k 的所有m ×k 矩阵 T

决定于空间 P 的所有m ×2Τ矩阵表示 X = T P. 于是由引理2. 1得 n (K 2Τ,O
(m )

; k ) = N (k , 0; 2Τ)
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õn (k ,m ). 这里N (k , 0; 2Τ)表示 F
(2Τ)
q 里 (k , 0)型子空间个数, 公式见[ 1 ]推论3. 19; n (k , m ) 是

F q 上秩 k 的m ×k 矩阵个数, 公式见[1 ]引理1. 5, 因此有 (5). 又由[1 ]知 k≤Τ, 故得 (6).

Carlitz L. 在[2 ]中对奇特征有限域上用特征标的方法也得到 n (K 2Τ, O
(m ) ) 的公式, 但他的

推证有误, 在文[3 ]中已经纠正并得到

定理2. 3　设 q 是奇素数 p 的方幂. 那么

n (K 2Τ,O
(m ) ) = q

2Τm - m
2

∑
2r≤m

q
r (r- 2Τ- 1)

∏
m

i= m - 2r+ 1

(q
i
- 1)

∏
r

i= 1

(q
2i - 1)

. (7)

　　定理2. 4　设 q≠1是任意复数, 那么有恒等式

∑
m in{Τ,m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
2i

- 1) = q
2Τm - m

2

∑
2r≤m

q
r (r- 2Τ- 1)

∏
m

i= m - 2r+ 1

(q
i - 1)

∏
r

i= 1

(q
2i

- 1)
, (8)

∑
m in{Τ,m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
2i

- 1) = q
2Τm -

m
2

25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ 1

]′ (9)

成立. 这里“′”指该方括号内 g 由 g
- 2代替.

证明　当 q 为奇素数方幂时, 由 (6) , (7) 知 (8) 式左右方都是 n (K 2Τ, 0
(m ) ) 的公式且都是 q

的有理分式. 对无穷多个奇素数方幂来说 (8) 成立, 因此 (8) 对任意复数 g 也成立. 又恒等式

(8)右方的和号部分可变形为

　　　　　　　∑
2r≤m

( (q
- 2) Τ+ 1) r (1- q

m ) (1- q
m - 1)⋯ (1- q

m - 2r+ 1)
(1- q

- 2) (1- q
- 4)⋯ (1- q

- 2r)

　= ∑
∞

r= 0

( (q
- 2) Τ+ 1) r ( (q

- 2)
1
2m

) r ( (q
- 2)

- 1
2

(m - 1)
) r

( (q
- 2) ) r

,

于是得到恒等式 (9).

恒等式 (8) , (9) 给计算带来很大方便. 如 n (K 2Τ, O
(m ) ) 求值时, 用右式其非零项是[

m
2

]+ 1

个 ( (9) 的右式当 k = [
m
2

]时则 r 从0跑到 k 即止) 用左式是m in{Τ, m }+ 1. 通常使用右式简便

(除非 Τ< [
m
2

]时). 例如当2Τ= 6,m = 3时, 右式 r= 0, 1仅两项即

q
15

[1+ q
- 8 (1- q

3) (1- q
2)

(1- q
- 2)

]= q
15

+ q
12

- q
9
,

而左式为

　　　1+ (q
6
- 1)

(q
3
- 1)

(q- 1) + q (q
6
- 1) (q

4
- 1)

(q
3
- 1) (q

2
- 1)

(q- 1) (q
2
- 1)

+

　q
3 (q

6
- 1) (q

4
- 1) (q

2
- 1)

(q
3- 1) (q

2- 1) (q- 1)
(q- 1) (q

2
- 1) (q

3
- 1)

= q
15

+ q
12

- q
9
.

运算量相差很大, 因此把所得公式用 q 超几何级数表达是很有意义的工作.

3　恒等式 (9)的几个应用
—985—
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1) 　设 F q 是特征为2的有限域. 由[1 ]第四章知 F q 上2Τ+ ∆(∆= 0, 1或2) 阶非奇异对称矩

阵的同步标准形分别是

S 2Τ=
0 I

(Τ)

I
(Τ)

0
(交错矩阵) ; S 2Τ+ 1=

0 I
(Τ)

I
(Τ)

0

1

;

S 2Τ+ 2=

0 I
(Τ)

I
(Τ)

0

0 1

1 1

(非交错对称矩阵).

统一记为 S 2Τ+ ∆, ∆= 0时它定义辛群 S p 2Τ (F q) ; ∆= 1或2时它分别定义伪辛群 P s2Τ+ 1
(F q) 和 P s2Τ+ 2

(F q) , 并且具有后二者作用的空间 F
(2Τ+ ∆)
q 称为伪辛空间. F q 上适合方程

X S 2Τ+ ∆X ′= O
(m ) (10)

的m × (2Τ+ ∆)矩阵X 和秩 k 的m × (2Τ+ ∆)矩阵X 的个数分别记作 n (S 2Τ+ ∆,O
(m ) )和 n (S 2Τ+ ∆,

O
(m )

; k ). 同2有下述结果

引理3. 1　当 ∆= 0时, 秩 k 的m ×2Τ矩阵 X 是 (10) 的一个解当且仅当 X 是辛空间 F
(2Τ)
q

中一个 (k , 0)型子空间 P 的m ×2Τ矩阵表示; 当 ∆= 1 (∆= 2) 时秩 k 的m × (2Τ+ 1) (m × (2Τ+

2) ) 矩阵 X 是 (10) 的一个解当且仅当 X 是伪辛空间 F
(2Τ+ 1)
q (F

(2Τ+ 2)
q ) 中一个 (k , 0, 0, 0) 型 ( (k ,

0, 0, 0)型或 (k , 0, 0, 1)型)子空间 P 的m × (2Τ+ 1) (m × (2Τ+ 2) )矩阵表示.

定理3. 2　当 ∆= 0, 1或2时, 有

n (S 2Τ+ ∆,O
(m )

; k ) = q
k
2

(q
2Τ- k+ 2

- 1)
[ ∆

2 ] m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ [ ∆
2 ]+ 1

(q
2i

- 1) , (11)

n (S 2Τ+ ∆,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ+ [ ∆
2 ], m }

k= 0
q

k
2

(q
2Τ- k+ 2

- 1)
[ ∆

2 ] m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ [ ∆
2 ]+ 1

(q
2i

- 1). (12)

　　证明　∆= 0或1时同定理2. 2的证明. 对 ∆= 2由引理3. 1有

n (S 2Τ+ 2,O
(m )

; k ) = (N (k , 0, 0, 0; 2Τ+ 2) + N (k , 0, 0, 1; 2Τ+ 2) )õn (k ,m ) ,

这里N (k , 0, 0, 0; 2Τ+ 2) , N (k , 0, 0, 1; 2Τ+ 2) 分别表示伪辛空间 F
(2Τ+ 2)
q 里 (k , 0, 0, 0) 型和 (k ,

0, 0, 1)型子空间的个数 (见[1 ]p 185, 186) , 且前者0≤k≤Τ, 后者1≤k≤Τ+ 1. 当1≤k≤Τ时,

n (S 2Τ+ 2,O
(m )

; k ) =
∏

Τ

i= Τ- k+ 2

(q
2i

- 1) [q
k (q

2Τ- 2k+ 2
- 1) + q

k
- 1 ]

∏
k

i= 1

(q
i
- 1)

õ n (k ,m ) ;

当 Τ+ 1≤m 时,

n (S 2Τ+ 2,O
(m )

; Τ+ 1) = N (Τ+ 1, 0, 0, 1; 2Τ+ 2) õ n (Τ+ 1,m )

以及 n (S 2Τ+ 2,O
(m )

; 0) = 1 , 因而得 (11). (12)从 (11)立得.

为用 q 超几何级数表达, 先证 25 0的一个循环关系式.

引理3. 3
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　　　　q
m

25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ 1

]′+ (1- q
m ) 25 0 [q

- 1
2

(m - 1)

, q
- 1

2
(m - 2)

; q
Τ
]′

　= 25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ]′, (13)

这里“′”意义同 (9). 证明　由 (3) ,

25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ
]′= ∑

∞

r= 0

(q
- 2Τ) r (1 - q

m ) (1 - q
m - 1)⋯ (1 - q

m - 2r+ 1)
(1 - q

- 2) (1 - q
- 4)⋯ (1 - q

- 2r)
,

因此 (13)两端代 (3)化为上形后, 只需再证左右第 r+ 1项对应相等. 事实上左方为

　 (q
- 2Τ) r (1- q

m - 1) (1- q
m - 2)⋯ (1- q

m - 2r+ 1)
(1- q

- 2) (1- q
- 4)⋯ (1- q

- 2r)
[q

m (1- q
m ) q

- 2r+ (1- q
m ) (1- q

m - 2r) ]

　= ( (q
- 2) Τ) r (1- q

m ) (1- q
m - 1)⋯ (1- q

m - 2r+ 1)
(1- q

- 2) (1- q
- 4)⋯ (1- q

- 2r)
,

恰为右方第 r+ 1项.

定理3. 4　设 q= 2
t
, 那么对 ∆= 0, 1或2有

　　n (S 2Τ+ ∆,O
(m ) ) = q

(2Τ+ [ ∆
2 ])m - m

2
25 0 [q

- 1
2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ 1 ]′, 　“′”意义同 (9). (14)

证明　当 ∆= 0或1时 (12)即

n (S 2Τ+ ∆,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ,m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
2i

- 1) ,.

应用恒等式 (9)立得

n (S 2Τ+ ∆,O
(m ) ) = q

2Τm - m
2

25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ 1 ]′,

即 (14). 当 ∆= 2时, 注意到 q
2Τ- k+ 2

- 1= (q
2Τ+ 2

- 1) - q
2Τ- k+ 2 (q

k
- 1) , 那么 (12) 拆分并令 t= k -

1后

n (S 2Τ+ 2,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ+ 1, m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∑
Τ+ 1

i= Τ+ 1- k+ 1

(q
2i

- 1) -

　 (q
m - 1) q

2Τ+ 1 ∑
m in{Τ,m - 1}

t= 0
q

t
2 m - 1

k q
∏

Τ

i= Τ- t+ 1

(q
2i - 1).

应用恒等式 (9)后得

　n (S 2Τ+ 2,O
(m ) ) = q

2 (Τ+ 1)m - m
2

25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ 2

]′-

(q
m

- 1) q
2Τ+ 1

q
2Τ(m - 1) - m - 1

2
25 0 [q

- 1
2

(m - 1)

, q
- 1

2
(m - 2)

; q
Τ+ 1

]′.

再由循环关系式 (13)便得 (14).

2) 　设 F q 是特征≠2的有限域. 由[1 ]第六章知 F q 上2Τ+ ∆(∆= 0, 1或2) 阶非奇异对称矩

阵标准形为:

S 2Τ =
0 I

(Τ)

I
(Τ)

0
, S 2Τ+ 1, 1 =

0 I
(Τ)

I
(Τ)

0

1

,

S 2Τ+ 1, z =

0 I
(Τ)

I
(Τ)

0

z

, S 2Τ+ 2 =

0 I
(Τ)

I
(Τ)

0

1

- z

,
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这里 z 是 F
3
q 的一个固定非平方元. 统一记作 S 2Τ+ ∆, ∃ (这里 ∆= 0, 1或2) , ∃ 为定号部分, 当 ∆

= 0时不出现; 当 ∆= 1时, ∃ = 1或 z ; 当 ∆= 2时, ∃ =
1

- z
. S 2Τ+ ∆, ∃ 定义 F q 上的正交群

O 2Τ+ ∆, ∃ (F q). 具有此群作用的空间称为正交空间 F
(2Τ+ ∆)
q . F q 上适合方程

X S 2Τ+ ∆, ∃X ′= O
(m ) (15)

的m × (2Τ+ ∆) 矩阵 X 和秩 k 的m × (2Τ+ ∆) 矩阵 X 的个数分别记作 n (S 2Τ+ ∆, ∃ , O
(m ) ) 和

n (S 2Τ+ ∆, ∃ ,O
(m )

; k ) . 同前易证

引理3. 5　秩 k 的m × (2Τ+ ∆)矩阵X 是 (15)的解, 当且仅当X 是正交空间 F
(2Τ+ ∆)
q 中一个

(k , 0, 0)型子空间 P 的m × (2Τ+ ∆)矩阵表示.

定理3. 6　当 ∆= 0, 1或2时有

n (S 2Τ+ ∆, ∃ ,O
(m )

; k ) = q
k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
i - 1) (q

i+ ∆- 1 + 1) , (16)

n (S 2Τ+ ∆, ∃ ,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ,m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
i
- 1) (q

i+ ∆- 1
+ 1). (17)

　　证明　同前, 由引理3. 5有 n (S 2Τ+ ∆, ∃ ,O
(m )

; k ) = N (k , 0, 0; 2Τ+ ∆, ∃)õn (k , m ) , 这里N (k , 0,

0; 2Τ+ ∆, ∃)是正交空间 F
(2Τ+ ∆)
q 中的 (k , 0, 0)型子空间的个数, 公式见[1 ]推论6. 23.

定理3. 7　设 q 是奇素数 p 的方幂, 那么有

　　n (S 2Τ+ ∆, ∃ ,O
(m ) ) = q

(2Τ+ ∆- 1)m - m
2

{ 25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ [ ∆+ 1

2 ]
]′-

　 (1- ∆) q
- (Τ+ [ ∆

2 ])
(1- q

m ) 25 0 [q
- 1

2
(m - 1)

, q
- 1

2
(m - 2)

; q
Τ+ [ ∆+ 1

2 ]
]′}, (18)

这里 ∆= 0, 1或2, 并且“′”意义同 (9) ( (18)与Carlitz
[ 4 ]所得一致).

证明　显然当 ∆= 1时由 (17)及恒等式 (9)立即得 (18) :

n (S 2Τ+ 1, ∃ ,O
(m ) ) = q

2Τm - m
2

25 0 [q
- 1

2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ 1 ]′.

当 ∆= 0和2时分别注意到

q
Τ- k

+ 1= (q
Τ
+ 1) - q

Τ- k (q
k
- 1)和 q

Τ- k+ 1
- 1= (q

Τ+ 1
- 1) - q

Τ- k+ 1 (q
k
- 1) ,

则 (17)成为

n (S 2Τ,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ,m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
2i

- 1) -

(q
m - 1) (q

Τ - 1) q
Τ- 1 ∑

m in{Τ- 1, m - 1}

k= 0
q

k
2 m - 1

k q
∏
Τ- 1

i= Τ- k

(q
2i - 1) ,

n (S 2Τ+ 2,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ+ 1, m }

k= 0

q
k
2 m

k q
∏
Τ+ 1

i= Τ+ 1- k+ 1

(q
2i - 1) -

(q
m

- 1) (q
Τ+ 1

+ 1) q
Τ ∑
m in{Τ,m - 1}

k= 0
q

k
2 m - 1

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
2i

- 1).

应用恒等式 (9)后再由循环关系式 (13)便得 (18).

3) 　令 F q 是特征为2的有限域, K m 表示 F q 上全体m 阶交错矩阵的集. 两个m 阶矩阵

A , B 说是模 K m 同余并记作A ≡B , 如果A + B ∈K m. F q 上两个m 阶矩阵A ,B 说是“同步”
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的, 如果存在非奇异矩阵 T 使得 TA T ′≡B . 取 Α是 F q 中不属于N = {x
2+ x ûx ∈F q}的一个

固定元素, 那么D ick son L E. (见[ 1 ]p 50) 证明了 F q 上任何m 阶矩阵“同步”于下述矩阵之一

且仅一:

　

0 I
(s)

0

O
(m - 2s)

,

0 I
(s)

0

1

O
(m - 2s- 1)

,

0 I
(s)

0

Α 1

Α

O
(m - 2s- 2)

.

这里 s 称为指数, 2s+ ∆, ∆= 0, 1或2称为“秩”, 为证“同步”的矩阵有相同的指数和“秩”. 把“秩”

等于阶数的矩阵称为正则矩阵, 那么 F q 上正则矩阵“同步”标准形为

G 2Τ=
0 I

(Τ)

0
, G 2Τ+ 1=

0 I
(Τ)

0

1

, G 2Τ+ 2=

0 I
(Τ)

0

Α 1

Α

.

统一记为G 2Τ+ ∆, ∆= 0, 1或2. G 2Τ+ ∆定义 F q 上正交群O 2Τ+ ∆ (F q) , 具有此群作用的空间 F
(2Τ+ ∆)
q 称

为正交空间. 一个 k 维子空间 P 称为全奇异子空间或 (k , 0, 0) 型子空间, 如果它的 k× (2Τ+ ∆)

矩阵表示 P 具有 PG 2Τ+ ∆P ′≡O
(k)

. 把 F q 上适合同余矩阵方程

X G 2Τ+ ∆X ′≡O
(m ) (19)

的m × (2Τ+ ∆)矩阵X 和秩 k 的m × (2Τ+ ∆)矩阵X 的个数分别记为 n (G 2Τ+ ∆,O
(m ) )和 n (G 2Τ+ ∆,

O
(m )

; k ). 仿前可证

引理3. 8　秩 k 的m × (2Τ+ ∆) 矩阵 X 是 (19) 的解当且仅当 X 是正交空间 F
(2Τ+ ∆)
q 中一个

k 维全奇异子空间 P 的m × (2Τ+ ∆)矩阵表示.

定理3. 9　当 ∆= 0, 1或2时, 有

n (G 2Τ+ ∆,O
(m )

; k ) = q
k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
i - 1) (q

i+ ∆- 1 + 1) , (20)

n (G 2Τ+ ∆,O
(m ) ) = ∑

m in{Τ,m }

k= 0
q

k
2 m

k q
∏

Τ

i= Τ- k+ 1

(q
i
- 1) (q

i+ ∆- 1
+ 1). (21)

　　证明　同前, 由引理3. 8有 n (G 2Τ+ ∆,O
(m )

; k ) = N (k , 0, 0; 2Τ+ ∆)õn (k ,m ) , 这里N (k , 0, 0; 2Τ

+ ∆)是正交空间 F
(2Τ+ ∆)
q 中 k 维全奇异子空间的个数, 公式见[1 ]推论7. 25.

完全同前一段的推导, 有

定理3. 10　设 q= 2
t
, 那么对 ∆= 0, 1或2有

　　n (G 2Τ+ ∆,O
(m ) ) = g

(2Τ+ ∆- 1)m - m
2 { 25 0 [q

- 1
2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q
Τ+ [ ∆+ 1

2 ]
]′-

　 (1- ∆) q
- (Τ+ [ ∆

2 ])

õ (1- q
m ) 25 0 [q

- 1
2

(m - 1)

, q
- 1

2
(m - 2)

; q
Τ+ [ ∆+ 1

2 ]
]′}, (22)

且“′”意义同 (9).

4　恒等式 25 0 [c, q
- n; q ]= c

n 的应用
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由[6 ]p 149知超几何级数 3F 2的 Saalschuβtz 定理的以下 q 模拟被证明也是成立的:

35 2
b, c, q- n

d , bcq1- d öd
; q =

(d öb) n (d öc) n

(d ) n (d öbc) n
.

如果令 b→0, 那么上式成为 25 1
c, q- n

d
; q =

(d öc) n

(d ) n
c

n
, 再令 d→0, 便得到

定理4. 1　设 n 为有理数, c, q 为任意复数, 则有

25 0 [c, q
- n

; q ] = c
n
. (23)

　　利用上述恒等式可以证明一些特殊矩阵和矩阵同余类的个数公式.

①　令 F q 是特征为2的有限域, S (m )是全体m 阶对称矩阵的集. 在同步变换下S (m )被

分拆成以指数、秩为特征即同步于标准形
S 2s+ ∆

O
(m - 2s- ∆) 的矩阵的轨道, 记为 S (m , 2s+ ∆,

s) , 这里0≤2s+ ∆≤m 且 ∆= 0, 1或2. 由[1 ]定理3. 30及4. 9推知

ûS (m , 2s, s) û = q
s (s- 1)

∏
m

i= m - 2s+ 1

(q
i
- 1)

∏
s

i= 1

(q
2i - 1)

和对 ∆ = 1 或 2 时,

ûS (m , 2s + ∆, s) û = q
s (s+ 1)

∏
m

i= m - 2s- ∆+ 1

(q
i
- 1)

∏
s

i= 1

(q
2i

- 1)
.

记秩 r 的m 阶对称矩阵的集为 S (m , r) , 那么有

ûS (m , 2s) û= ûS (m , 2s, s) û+ ûS (m , 2 (s- 1) + 2, s- 1) û ,

ûS (m , 2s- 1) û= ûS (m , 2 (s- 1) + 1, s- 1) û.
于是推出若 r= 2s, 则

ûS (m , r- 1) û+ ûS (m , r) û= q
- 2s (q

m + 1
- 1) (q

m
- 1)⋯ (q

m - 2s+ 2
- 1)

(1- q
- 2) (1- q

- 4)⋯ (1- q
- 2s)

.

这样当m = 2t 时 s 取0, 1, ⋯, t; 当m = 2t- 1时 s 也取0, 1, ⋯, t, 因为此时 q
2t

- 1= q
m + 1

- 1使

ûS (m ,m ) û = q
- 2t (q

m + 1
- 1)⋯ (q

m - 2t+ 2
- 1)

(1 - q- 2)⋯ (1 - q- 2t) .

于是

ûS (m ) û = ∑
0≤2s≤m + 1

q- 2s (1 - qm + 1)⋯ (1 - qm + 1 (q- 2) s- 1) (1 - qm )⋯ (1 - qm (q- 2) s- 1)
(1 - q- 2) (1 - (q- 2) 2)⋯ (1 - (q- 2) s)

.

令 b= q
- 2, 那么

ûS (m ) û = ∑
∞

s= 0
b

s (b
- 1

2
(m + 1)

) s (b
- 1

2m
) s

(b) s
= 25 0 [b

- 1
2

(m + 1)
, b

- 1
2m

; b ] .

根据恒等式 (23) , 得到 F q 上m 阶对称矩阵个数:

ûS (m ) û= (b
- 1

2
(m + 1)

)
1
2m

= (q
m + 1)

1
2m

= q
m + 1

2
.

②　设 F q 是特征2的有限域, F q 上全体m 阶矩阵集模 K m 后被分成两两不相交的矩阵
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同余类A , B, ⋯. 用C (m ) 表示这些同余类组成的集合. 两个矩阵同余类A , B 说是“同

步”的, 如果有A ∈A 和有B ∈B 使A ,B“同步”. 易证A , B“同步”与同余类A , B 的特殊选

取无关. 在“同步”变换下C (m ) 被分成“同步”于含
G 2s+ ∆

O
(m - 2s- ∆) 的同余类的同余类的轨

道, 记为C (m , 2s+ ∆, s) , 这里0≤2s+ ∆≤m 且 ∆= 0, 1或2. 由[1 ]定理7. 49推知

ûC (m , 2s, s) û= q
s2 ∏

m

i= s+ 1

(q i - 1)

∏
s- 1

i= 0

(g i + 1)∏
m - 2s

i= 1

(q i - 1)
,

ûC (m , 2s - 1, s - 1) û= q
s (s- 1)

∏
m

i= m - 2s+ 2

(q i - 1)

∏
s- 1

i= 1

(g
2i

- 1)
,

ûC (m , 2s, s - 1) û= q
s2 ∏

m

i= s

(q i - 1)

∏
s

i= 0

(g i + 1)∏
m - 2s

i= 1

(q i - 1)
.

记“秩”r 的矩阵同余类的集为C (m , r) , 重复1的推证得到 F q 上m 阶矩阵同余类个数:

ûC (m ) û= 25 0 [b
- 1

2
(m + 1)

, b
- 1

2m
; b ]= (b

- 1
2

(m + 1)
)

- 1
2m

= q
m + 1

2
.

③　设 F q 是特征≠2的有限域, S (m )是 F q 上全体m 阶对称矩阵的集. 由[1 ]定理6. 36推

知ûS (m , 2s, s) û , ûS (m , 2s- 1, s- 1) û和ûS (m , 2s, s- 1) û公式同2中ûC (m , 2s+ ∆, s) û , 重复1

的推证得到

ûS (m ) û= 25 0 [b
- 1

2
(m + 1)

, b
- 1

2m
; b ]= = q

m + 1
2

.

④　设 F q 是有限域, K (m )是 F q 上全体m 阶交错矩阵的集. 由[1 ]定理3. 30知秩2r 的m

阶交错矩阵个数

ûK (m , 2r) û = q
r (r- 1)

∏
m

i= m - 2r+ 1

(q i - 1)

∏
r

i= 1

(q2i - 1)
,

因此 F q 上m 阶交错矩阵的个数:

ûK (m ) û= ∑
0≤2r≤m

ûK (m , 2r) û

= ∑
0≤2r≤m

q- 2r (1 - qm )⋯ (1 - qm - 2r+ 2) (1 - qm - 1)⋯ (1 - qm - 2r+ 1)
(1 - q- 2) (1 - q- 4)⋯ (1 - q- 2r)

= ∑
∞

r= 0

(q- 2) r ( (q- 2)
- 1

2m
) r ( (q- 2)

- 1
2

(m - 1)
) r

(q- 2) r
= 25 0 [q

- 1
2m

, q
- 1

2
(m - 1)

; q ]′

= q
m
2

　　⑤　令M (m ×n) 是有限域 F q 上全体m ×n 矩阵的集. 在 GL m (F q) ×GL n (F q) 作用的等
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价变换下M (m ×n)被分拆成以秩 r 为特征的轨道, 记为M (m ×n , r) , 这里0≤r≤m in{m ,

n}. 由[5 ]p 4知 ûM (m × n , r) û = q
r
2 m

r q
∏

n

i= n- r+ 1

(q i - 1). 那么 F q 上m × n 矩阵个数:

ûM (m × n) û= ∑
m in{m , n}

r= 0
ûM (m × n , r) û = ∑

∞

r= 0

(q- 1) r ( (q- 1) - m ) r ( (q- 1) n) r

( (q- 1) ) r

= 25 0 [b- m , b- n; b ] = qm n.
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Two Iden tit ies for q-Hypergeom etr ic Ser ies
25 0 [a , b; z ] and Its Appl ica tion s

W ei H ong z eng　　Z hang Y ibin
(H ebei N o rm al U niversity, Sh ijiazhuang 050091)

Abstract

In th is paper, an elem en tary iden t ity fo r q2hypergeom etric series 25 0 is ob ta ined from

tw o fo rm u las of the num ber of so lu t ion s to the a lterna te equat ion X K 2ΤX ′= 0. U sing th is i2
den t ity, fo rm u las of the num ber of so lu t ion s of som e specia lm atrix equat ion s are rep resen ted

by q2hypergeom etric series. F ina lly, u sing ano ther iden t ity of 25 0, the num bers of som e spe2
cia l m atrices over F q are a lso ob ta ined.

Keywords　q2hypergeom etric series, m atrix equat ion, specia l m atrices.
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