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高 维 单 形 Bartosε 体积公式的推广
Ξ

郭　曙　光
(江苏盐城师范专科学校, 江苏224002)

摘　要　本文给出单形 K 维顶点角的概念, 建立单形新的一类体积公式, 导出单形

K 维顶点角的正弦定理, 并获得关于单形 K 维顶点角的一个几何不等式.
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P. Barto sε 在1968年的一篇文章中引进了如下的 n 维单形顶点角的定义[ 1, 2 ]
:

设 8 = conv {P 0, P 1, ⋯, P n}为 E
n 中 n 维单形, eγ0, eγ1, ⋯, eγn 依次是 8 的 n+ 1个界面上的单

位法向量, 令

D i= det (eγ0, eγ1, ⋯, eγi- 1, eγi+ 1, ⋯, eγn)　 ( i= 0, 1, ⋯, n) ,

则把 Αi= arcsinûD iû定义为此单形的第 i 个界面所对的顶点角.

从这个定义出发, Barto sε 建立了 n 维单形的正弦定理和与正弦有关的体积公式, 令V 表

示 n 维单形 8 的体积,V i 表示 8 的第 i 个界面的 n- 1维体积, Barto sε 证明了

V =
1
n

[ (n- 1) !V 0V 1⋯V i- 1V i+ 1⋯V n sinΑi ]
1

n- 1　 ( i= 0, 1, ⋯, n).

本文将这一体积公式推广为更一般的形式, 为此, 先将单形顶点角的概念加以推广. 不失

一般性, 仅就顶点 P 0给出结论, 其余类似可得.

对于正整数 k≤n , 定义Q k , n为数集{1, 2, ⋯, n}的所有 k 元递增序列的集合, 即

Q k , n= { ( i1, i2, ⋯, ik ) û1≤i1< i2< ⋯< ik≤n; i= 1, 2, ⋯,m },

其中m 等于组合数
n

k
,Q k , n中元素按字典式排序.

对单形 8 = conv {P 0, P 1, ⋯, P n}, 简记向量P 0P i为 pθ i ( i= 1, 2, ⋯, n). 设 Α( i) = ( i1, i2, ⋯,

ik )∈Q k , n , 简记 8 的 k 维面单形 conv {P 0, P i1 , P i2 , ⋯, P ik }为 f
(k)
Α( i) ,V

(k)
Α( i) 表示其 k 维体积, 简记向

量外积 pθ i1∧pθ i2∧⋯∧pθ ik为 ΝΑ( i) , ûΝΑ( i) û表示其模, f
(k )
Α( i) , f

(k )
Α( j )的夹角记为〈i, j〉.

由格拉斯曼代数[ 3 ]知

co s〈i, j〉=
ΝΑ( i)õΝΑ( j )

ûΝΑ( i) ûûΝΑ( j ) û　
(1≤i, j≤m ).

矩阵 (co s〈i, j〉)
m
i, j= 1的行列式
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det (co s〈i, j〉)
m
i, j= 1= det (

ΝΑ( i)

ûΝΑ( i) û õ ΝΑ( j )

ûΝΑ( j ) û )
m
i, j= 1

= û ΝΑ(1)

ûΝΑ(1) û ∧
ΝΑ(2)

ûΝΑ(2) û ∧⋯∧⋯
ΝΑ(m )

ûΝΑ(m ) û û 2

≤ 1,

从而, 可定义 arcsin [det (co s〈i, j〉)
m
i, j = 1 ]

1
2 为单形 8 的界面 F 0所对的 k 级顶点角 (k = 1, 2, ⋯, n

- 1) , 记为∠P
(k)
0 .

特别地, 当 k = n- 1时, 适当选取文[2 ]中 eγi ( i= 1, 2, ⋯, n) 的方向, 使得 co s〈i, j〉= eγiõeγj (1

≤i, j≤n) , 而这不影响文[2 ]中的顶点角 Α0. 于是, 有

[det (co s〈i, j〉)
m
i, j= 1 ]

1
2 = [det (eγiõeγj )

n
i, j= 1 ]

1
2 = ûdet (eγ1, eγ2, ⋯, eγn) û.

这就是说, ∠P
(n- 1)
0 正是文[1 ]中所定义的顶点角 Α0. 从这个顶点角的定义出发, 可将单形Bar2

to sε 体积公式推广为

定理1　设 8 = conv {P 0, P 1, ⋯, P n}为 E
n 中的 n 维单形, V

(k )
Α( i) ( i= 1, 2, ⋯,

n

k
) 为单形 8

过顶点 P 0的 k 维面的 k 维体积, 则单形 8 的体积

V =
1

n!
[ (k ! )

n
k (∏

n
k

i= 1
V

(k)
Α( i) ) sin∠P

(k )
0 ]

1
n- 1
k- 1

. (1)

　　证明　设N 1,N 2, ⋯,N n 为 E
n 的一组标准正交基, 则存在可逆 n 阶方阵A , 使得转置矩阵

(pθ1, pθ2, ⋯, pθn) T
= A (N 1,N 2, ⋯,N n) T

,

从而,V =
1

n!
ûdetA û , ΕΑ( i) = N i1∧N i2∧⋯∧N ik

( i= 1, 2, ⋯,m )为 + k (R
n)的一组标准正交基.

对于 Α( i) = ( i1, i2, ⋯, ik ) ∈Q k , n , Β= ( j 1, j 2, ⋯, j k ) ∈Αk , n , 用A [Α( i) û Β( j ) ]记由A 中第 i1,

i2, ⋯, ik 行和第 j 1, j 2, ⋯, j k 列交叉元素按原来顺序排列后组成的 k 阶行列式, 则由向量外乘

法则[ 3 ]知

　　　　　ΝΑ( i) = pθ i1∧pθ i2∧⋯∧pθ ik = ∑
m

l= 1
A [Α( i) ûΑ( l) ]ΕΑ( l) ,

　　　　　ûΝΑ(1) ∧ΝΑ(2)∧⋯∧ΝΑ(m ) û 2
= det (ΝΑ( i)õΝΑ( j ) )

m
i, j= 1

　　　　　　= det ( ∑
m

l= 1
A [Α( i) ûΑ( l) ]õA [Α( j ) ûΑ( l) ])

m
i, j= 1

　　　　　　= [det (A [Α( i) ûΑ( j ) ])
m
i, j = 1 ]

2
.

由文[4 ]第三讲中定理4知

det (A [Α( i) ûΑ( j ) ])
m
i, j= 1= (detA )

n- 1
k- 1

= (n!V )
n- 1
k - 1

.

另一方面, 有

　　ûΝΑ(1)∧ΝΑ(2)∧⋯∧ΝΑ(m ) û 2
= ∏

m

i= 1
ûΝΑ( i) û 2û ΝΑ(1)

ûΝΑ(1) û∧
ΝΑ(2)

ûΝΑ(2) û∧⋯∧
ΝΑ(m )

ûΝΑ(m ) û û 2

　= k !
2m ( ∏

m

i= 1
V

(k )
Α( i) ) 2

det (co s〈i, j〉)
m
i, j= 1= k !

2m ( ∏
m

i= 1
V

(k )
Α( i) ) 2

sin
2∠P

(k)
0 .

综上所述, 得
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(n!V )
2 n- 1

k- 1

= ûΝΑ(1) ∧ ΝΑ(2) ∧⋯∧ ΝΑ(m ) û 2
= k !

2m (∏
m

i= 1
V

(k )
Α( i) ) 2

sin
2∠P

(k)
0 ,

整理得

V =
1

n!
[ (k ! )

n
k

(∏
n
k

i= 1

V
(k)
Α( i) ) sin∠P

(k )
0 ]

1
n- 1
k- 1

. □

　　易见, 当 k = n- 1时, (2)式为单形Barto sε 休积公式, 当 k= 1时, (2)式变为

V =
1

n!
(∏

n

i= 1
ûpθ iû ) sin∠P

(1)
0 =

1
n!∏

n

i= 1
ûpθ iû [det (co sΗij )

n
i, j ]

1ö2
,

其中 Ηij为棱 P 0P i 与 P 0P j 的夹角.

若记∏V
(k) 为单形 8 的所有 k 维面的 k 维体积的积, ∏ (P

δ
i) 为 8 的不含顶点 P i 的所有

k 维面的 k 维体积的积, 则由 (2) 式易得 8 的正弦定理的推广

定理 2　 对单形 8 = conv {P 0, P 1, ⋯, P n}, 有

∏ (P
δ

0)

sin∠P
(k )
0

= ∏ (P
δ

1)

sin∠P
(k )
1

= ⋯ = ∏ (P
δ

n)

sin∠P
(k)
n

=
(k ! )

n
k

∏V
(k)

(n!V )
n- 1
k- 1

. (2)

由定理 1, 还可得到 k 级顶点角的一个不等式.

定理 3　

∏
n

i= 0
sin∠P

(k )
i ≤ [

(n + 1) k

(k + 1) n ]
n+ 1

2n
n
k

. (3)

等号当且仅当 8 为正则单形时成立.

证明　由定理 1 得

(n!V )
n- 1
k- 1

= k ! m∏ (P i) sin∠P
(k )
i 　 ( i = 0, 1, 2, ⋯, n) ,

其中∏ (P i) 为单形 8 过顶点 P i 的所有 k 维面的 k 维体积的乘积. 进而有

(n!V )
(n+ 1) n- 1

k- 1
= k ! m (n+ 1) (∏

n

i= 0

(∏ (P i) ) ) (∏
n

i= 0

sin∠P
(k )
i ) ,

∏
n

i= 0

sin∠P
(k)
i =

n!
(n+ 1) n- 1

k- 1

k !
(n+ 1)m

V
(n+ 1) n- 1

k- 1

(∏V
(k) ) k+ 1.

在文[5 ] 的引理 1 中, 取有限点集为 8 的顶点集, 则有

[
k !

k + 1
(∏V

(k ) )

1
n+ 1
k+ 1 ]

1
k ≥ [

n!

n + 1
V ]

1
n. (4)

式中等号当且仅当 8 为正则单形时成立.

由此式可得

V
(n+ 1) n- 1

k- 1

(∏V
(k) ) k+ 1 ≤ [

(n + 1)
n+ 1

2 k !
n (n+ 1)

k

(k + 1)
n (n+ 1)

2k n! n+ 1
]

n- 1
k- 1

,

∏
n

i= 0
sin∠P

(k )
i ≤ [

(n + 1) k

(k + 1) n ]
n+ 1

2n
n
k

.
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由 (4) 式中等号成立的充要条件知, (3) 式等号当且仅当 8 为正则单形时成立.

在 (3) 式中, 令 k = n - 1, 即得文[2 ] 中 (20) 式.

在 (3) 式中, 令 k = 1, sin∠P
(1)
i 代之以 n!V

∏ (P i)
即得单形的D. V eljan. 不等式

V ≤ 1
n!

(n + 1
2n )

1
2 ∏

0≤i< j≤n

Θ
2

n+ 1
ij .

其中 Θij (0 ≤ i < j ≤ n) 为单形的棱长.
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Genera l iza tion of Barlosε′s Volum e Form ulas
for H igh-d im en siona l Sim plex

Guo S hug uang
(J iangsu Yancheng T eachers′Co llege, 224002)

Abstract

In th is paper, the concep t of k2dim en siona l vertex angle of sim p lex is g iven, a class of

vo lum e fo rm u las of sim p lex are estab lished, sine theo rem of k2dim en siona l vertex angle is

derived and a geom etric inequality abou t k2dim en siona l vertex angle is ob ta ined.

Keywords　sim p lex, k2dim en siona l vertex angle, vo lum e fo rm u la, sine theo rem , geom etric

inequality.
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