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采用广义Curry线搜索的重新开始共轭梯度算法
及其全局收敛性

Ξ

焦宝聪　　陈兰平
(首都师范大学数学系, 北京100037)

摘　要　本文对无约束最优化问题: m inf (x ) , x∈R n,提出一种新的重新开始共轭梯

度算法. 该算法采用一类广义Curry线搜索原则,参数 Βk 可在一个有限闭区间内选择,且允许

Βk 取负值. 在较弱的条件下证明了该算法的全局收敛性.
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1　引　言

考虑无约束最优化问题

m inf (x ) , x∈R
n , (1)

其中函数 f : R
n→R

1连续可微. 众所周知,由于共轭梯度算法不需存储迭代矩阵,并且又具有收

敛速度较快和二次终止性的优点,因此,当决策变量个数 n 比较大时,是求解问题 (1)的有效算

法. 这类算法的一般模式是:

Step 1. 取初始点 x 1,置 k: = 1.

Step 2. 计算 g k = ¨ f (x k ).

Step 3. 若 g k = 0,停止计算;否则置 P k = - g k + Βk - 1P k- 1,其中 Βk- 1按某种方式确定, P 0=

0.

Step 4. 一维线搜索,计算正步长 Αk.

Step 5. 令 x k+ 1= x k + ΑkP k ,置 k: = k + 1,转 Step 2.

最著名的共轭梯度法是 F letcher和R eeves (1964年)〔1〕提出的,通常称为 FR 共轭梯度法;

由 Po lak, R ib iere〔2〕和 Po lyak (1969)提出的,通常称为 PR P 共轭梯度法. 二者确定参数 Βk- 1的

公式分别为

ΒFR
k - 1= úg k ú 2öúg k- 1ú 2, (2)

ΒPRP
k- 1= g

T
k (g k - g k- 1) öúg k- 1ú 2. (3)

关于 FR 共轭梯度法对一般非凸函数的全局收敛性, 采用精确线搜索的情况由 Pow ell

(1983)〔3〕证明; 采用非精确线搜索的情况由A l2Baali (1985年)〔4〕证明. 在 f (x )强凸假设下,
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PR P 共轭梯度法在精确ö非精确线搜索下的全局收敛性由袁亚湘 (1993)〔5〕得到. 尽管在有

些情况下, PR P 算法可能比 FR 算法有效,但 Pow ell (1984年)〔6〕给出的反例说明: 即使目标函

数 f (x )二阶连续可微,水平集 x∈R n , f (x )≤f (x 1) 有界,并且采用精确线搜索, PR P 算法

也可能不收敛. Pow ell建议应限制 Βk≥0. 但 Grippo 和L ucid i(1995年)〔7〕论证了选择 Βk≥0可

能不是使 PR P 算法全局收敛的唯一途径. 因此应当进一步研究共轭梯度算法中关于参数 Βk

的选择策略.

本文给出了 Βk 可以取负值的条件,以及 Βk 的取值范围; 并给出了采用一类广义Cu rry 线

搜索策略重新开始的共轭梯度法,证明了算法的全局收敛性.

2　定义与假设

假设 ( i) 水平集L 1= x ûx∈R n , f (x )≤f (x 1) 有界;

( ii) 在L 1上,目标函数 f (x )连续可微,且其梯度 g (x ) = ¨ f (x )有界,即存在常数L > 0,

使任意 x∈L 1,有úg (x ) ú≤L .

定义1　若纯量函数 ∆:〔0, + ∞)→〔0, + ∞)满足:对任意数列{ tk }<〔0, + ∞) ,若 lim
k→∞

∆( tk )

= 0,则有lim
k→∞

tk = 0,则称 ∆(õ)为强迫函数.

定义2　在假设 ( i) , ( ii)下,取

Α= sup {úg (x ) - g (y ) úûx , y∈L 1}> 0.

令

S ( t) =
inf{úx - y ú , x , y∈L 1且úg (x ) - g (y ) ú≥t}, t∈〔0, Α)时,

lim
Σ→0+

S (Σ) ,　　当 t∈〔Α, + ∞)时,

则称 S ( t)为 g (x )在L 1上的连续性逆模.

定义3　确定步长的广义Cu rry原则是指:在 x k 处沿搜索方向 P k ,选取步长 Αk ,使

Αk = m in{Αûg (x k + ΑP k ) T
P k = Λg (x k ) T

P k , Α> 0},

且满足条件

g (x k + ΑkP k ) T P k ≤- Ρg
T
k P k.

其中 Λ∈〔0, Ρ) , Ρ∈ (0,
2
5
〕. 这里 g k = g (x k).

3　主要结果

现在给出重新开始的改进 PR P 算法如下:

算法A

Step 1. 任取初始点 x 1∈R
n ,置 k: = 1.

Step 2. 计算 g k = g (x k ).

Step 3. 若 g k = 0,停止计算;否则,置

P k = - g k + Βk- 1P k- 1, (4)
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其中,

Βk- 1=
0,当 k - 1是 n 的整数倍时;

Β(k - 1) , 其它.
(5)

这里

-
Ρ
Ρ ΒPR P

k- 1≤Β(k- 1)≤ Ρ
Ρ ΒPR P

k- 1 , Ρ∈ (0,
2
5

) , Ρ∈ (0,
2
5
〕, (6)

而

ΒPR P
k - 1=

g T
k (g k- g k - 1)

úg k- 1ú 2 . (7)

Step 4. 按广义Cu rry原则,计算步长 Αk.

Step 5. 置 x k+ 1= x k + ΑkP k ,计算 g k+ 1= g (x k+ 1).

若 g T
k+ 1 g k < 0. 2úg k+ 1ú 2,令 k: = k + 1,转 Step 3;否则,令 P k = - g k ,转 Step 4.

引理1　对算法A ,不等式

- 6
k- 1

j= 0
Ρj≤

g T
k P k

úg k ú 2≤- 2+ 6
k- 1

j= 0
Ρj , (8)

g
T
k P k < 0, (9)

对所有 k 成立,只要 g k≠0. 其中Ρ∈ (0,
2
5

).

证明　用归纳法,对 k = 1,因 P 1= - g 1, Ρ0= 1,故不等式 (8) , (9)显然成立.

现假设对任何 k≥1有 (8)式成立,则由于

6
k- 1

j= 0
Ρj

< 6
∞

j= 0
Ρj

=
1

1- Ρ
, (10)

(8)式右端为负,故此时 (9)式也成立.

由于

g T
k+ 1P k+ 1

úg k+ 1ú 2 =
g T

k+ 1 (- g k+ 1+ ΒkP k )
úg k+ 1ú 2 = - 1+ Βk

g T
k+ 1P k

úg k+ 1ú 2 ,

当 Βk = 0或 g T
k+ 1g k ≥0. 2úg k+ 1ú 2时, (8)、(9)两个不等式显然成立. 考虑 Βk = Β(k )且 g T

k+ 1g k <

0. 2úg k+ 1ú 2. 此时,由 (6) , (7)式及定义3中 Αk 的取法,有

　　
g

T
k+ 1P k+ 1

úg k+ 1ú 2 ≤- 1+ Λ Ρ
Ρ

g
T
k+ 1 (g k+ 1- g k )

úg k+ 1ú 2 õg
T
k P k

úg k ú 2≤- 1+ 1. 2Ρ(- 2+ 6
k- 1

j= 0
Ρj )

≤- 1+ Ρ(- 2+ 6
k - 1

j = 0
Ρj )≤- 1+ Ρ6

k- 1

j= 0
Ρj = - 2+ 6

k

j= 0
Ρj.

同理,有

　
g

T
k+ 1P k+ 1

úg k+ 1ú 2 ≥- 1- Λ Ρ
Ρ

g
T
k+ 1 (g k+ 1- g k )

úg k+ 1ú 2 õg
T
k P k

úg k ú 2≥- 1+ (- 1. 2Λ Ρ
Ρ ) (- 6

k- 1

j= 0
Ρj )

= - 1- 1. 2
Λ
Ρ (- 6

k

j= 1
Ρj )≥- 1- 6

k

j= 1
Ρj = - 6

k

j= 0
Ρj.

从而 (8)式对 k + 1成立. 而

- 2+ 6
k

j= 0
Ρj < - 2+

1
1- Ρ

< 0,
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故 (9)式对 k+ 1也成立.

所以,由归纳法可知,引理1成立.

引理1表明,算法A 确定的搜索方向是下降方向.

引理2　设点列{x k }是由算法A 生成的,在假设 ( i) , ( ii)下,若

f (x k ) - f (x k+ 1)≥∆ -
g

T
k P k

úP k ú
,

其中 ∆(õ)是强迫函数,则必有

lim
k→∞

- g
T
k P k

úP k ú = 0.

引理3　若 g (x )在水平集L 1上一致连续,则由定义2确定的函数 S (õ)是强迫函数.

引理4　在假设 ( i) , ( ii)下,对任意的 x∈L 1, P∈R
n ,若 g

T (x ) P < 0,则存在 Α3 > 0,使得

f (x + Α3
P ) = f (x ).

下面两个定理,将证明算法A 的全局收敛性.

定理1　在假设 ( i) , ( ii)下,若 Αk 按广义Cu rry 原则取定,则算法A 确定的点列{x k }必满

足lim
k→∞

(- g
T
k P k ) öúP k ú= 0.

证明　由引理1知,对任意Ρ∈ (0,
2
5

) ,有不等式 (9)成立. 再由引理4知,存在 Α3 > 0使

f (x k + Α3
P k ) = f (x k ).

因此,存在 Α′∈ (0, Α3 )使得 g (x k+ Α′P k) T
P k = 0,从而有不等式

g
T
k P k≤Λg

T
k P k≤g (x k + Α′P k )

T
P k = 0, Λ∈ (0, Ρ) ,

由此式可知,存在 Α″∈ (0, Α′)使 Λg
T
k P k = g (x k + Α″P k )

T
P k ,这表明集合

{Αûg (x k + ΑP k ) T
P k = Λg (x k ) T

P k , Α> 0}≠Á .

而条件ûg (x k + Α″P k ) T
P k û≤- Ρg

T
k P k 是显然的. 因此广义Cu rry原则对所有 k 可以实现.

由于- g (x k + ΑP k) T
P k≥- Λg

T
k P k > 0, Α∈〔0, Αk〕,故

Υ′(Α) = [ f (x k + ΑP k ) ]′Α= g (x k + ΑP k ) T
P k < 0, (11)

从而 Υ(Α)在区间[0, Αk ]上单调下降. 由此推出

Υ(0) - Υ(Αk ) = - Αk Υ′(Α′k ) ,　Α′k∈[0, Αk ],

即

f (x k ) - f (x k+ 1) = - Αkg (Γk ) T
P k≥- Αk Λg

T
k P k , (12)

其中 Γk 是点 x k 到 x k+ 1联线上的一点. 由此推知

　　　0< (1- Λ) [ - g
T
k P k ]= - g k

T
P k + Λg

T
k P k

= - g
T
k P k + g

T
k+ 1P k = (g k+ 1- g k ) T

P k≤úg k+ 1- g k úõúP k ú ,

从而

úg k+ 1- g k ú≥ (1- Λ)
- g

T
k P k

úP k ú > 0. (13)

当 Λ= 0时,由 Αk 的取法可知 g
T
k+ 1P k = 0. 设Αk 是 Λ=

Ρ
2
时由广义Cu rry 原则确定的步长,

记x k+ 1= x k + ΑkP k ,则
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g (x k+ 1) T
P k =

Ρ
2 g

T
k P k , (14)

其中Αk∈ (0, Αk ],由 (11)式推出:对任意 Α∈[0, Αk ]有

f (x k )≥f (x k + ΑP k )≥f (x k+ 1) ,

因此

f (x k+ 1) = f (x k + ΑkP k )≥f (x k+ 1).

故由 (12)式,有

　　f (x k ) - f (x k+ 1)≥f (x k ) - f (x k+ 1)≥ Ρ
2 Αk (- g

T
k P k )

=
Ρ
2 Αk úP k ú [ (- g

T
k P k ) öúP k ú ]. (15)

但由 (13)式及定义2,有

Αk úP k ú= úΑkP k ú= úx k - x k+ 1ú≥S [ (1-
Ρ
2

) (- g
T
k P k öúP kú ) ].

记 t= (- g
T
k P k ) öúP k ú ,则由 (15)式

f (x k ) - f (x k+ 1)≥ Ρ
2

õS ( (1-
Ρ
2

) t)õt =
记

∆1 ( t) ,

则 ∆1 ( t)为强迫函数,由引理2可知

lim
k→∞

- g T
k P k

úP k ú = 0.

当 Λ> 0时,由 (12)式有

f (x k ) - f (x k+ 1)≥Αk Λ(- g
T
k P k ) = ΛúΑkP k ú [ (- g

T
k P k ) öúP k ú ]

而由定义2及 (13)式有

úΑkP k ú= úx k - x k+ 1ú≥S [ (1- Λ) (- g
T
k P k öúP k ú ) ]= S [ (1- Λ) t ]

从而

f (x k ) - f (x k+ 1)≥ΛõtõS [ (1- Λ) t ]=
记

∆2 ( t) ,

则 ∆2 ( t)是强迫函数,故由引理2知

lim
k→∞

- g
T
k P k

úP k ú = 0.

定理1得证.

定理2　在假设 ( i) , ( ii)下, {x k }是由算法A 生成的点列,则有

lim
k→∞

infúg k ú= 0. (16)

证明　用反证法,若 (16)式不成立,则存在 Ε> 0使得对所有的 k 有

úg k ú≥Ε, (17)

由于此时定理1的条件也成立,故有

lim
k→∞

- g
T
k P k

úP k ú = 0. (18)

先证明

lim
k→∞

(- g
T
k P k ) = 0. (19)
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由 (18)式,只须证明:对 k= 1, 2,⋯, n , úP k ú有界. 事实上,

úP kú 2= úg k ú 2- 2Βk- 1g
T
k P k- 1+ Β2

k- 1úP k- 1ú 2

≤úg k ú 2+ 2
Βk- 1

ΒPRP
k- 1

õûΒPRP
k- 1ûûg

T
k P k- 1û+ û Βk- 1

ΒPRP
k- 1

û 2õ (ΒPRP
k- 1) 2úP k- 1ú 2

≤úg k ú 2+ 2Ρ
ûg

T
k (g k - g k- 1) û

úg k- 1ú 2 (- g
T
k- 1P k- 1) + ( Ρ

Ρ ) 2õûg
T
k (g k - g k- 1) û 2

úg k- 1ú 4 úP k- 1ú 2.

由于

ûg
T
k (g k - g k- 1) û≤úg k ú 2+ úg

T
k g k- 1ú≤1. 2úg k ú 2,

- g
T
k - 1P k- 1

úg k- 1ú 2 ≤ 6
k- 1

j= 0
Ρj <

1
1- Ρ
及úg k ú≤L ,

故有

　úP k ú 2≤úg k ú 2+
2. 4Ρ
1- Ρ

úg k ú 2+ (1. 2
Ρ
Ρ ) 2 úg k ú 4

úg k- 1ú 4õúP k- 1ú 2

≤1+ 1. 4Ρ
1- Ρ

úg k ú 2+ (1. 2
Ρ
Ρ ) 2õL 4

Ε4õúP k- 1ú 2.

记

q=
1+ 1. 4Ρ

1- Ρ
,　r= (1. 2

Ρ
Ρ ) 2õL 4

Ε4 ,

则有

　　úP k ú 2≤qúg k ú 2+ rúP k- 1ú 2≤qúg k ú 2+ rqúg k- 1ú 2+ r
2úP k- 2ú 2

⋯⋯

≤q (úg k ú 2+ rúg k- 1ú 2+ r
2úg k- 2ú 2+ ⋯+ r

k- 1úg 1ú 2)

≤qL (1+ r+ r
2+ ⋯+ r

k- 1)≤qL (1+ r+ r
2+ ⋯+ r

n).

这表明:对 k= 1, 2,⋯, n , úP kú有界. 从而有 (19)式成立.

现在再证明 (16)式成立. 由于

úg k ú 2= g
T
k (- P k + Βk- 1P k- 1) = - g

T
k P k + Βk - 1g k

T
P k- 1

≤- g
T
k P k + ûΒk- 1û (- Ρg

T
k- 1P k- 1) = - g

T
k P k + û Βk- 1

ΒPRP
k- 1

ûõûΒPRP
k- 1û (- Ρg

T
k- 1P k- 1)

≤- g
T
k P k + Ρ

ûg k
T (g k - g k- 1) û

úg k- 1ú 2 (- g
T
k - 1P k - 1)≤- g

T
k P k + 1. 2Ρõ 1

1- Ρ
úg k ú 2

= - g
T
k P k +

1. 2Ρ
1- Ρ

úg k ú 2,

从而对任意 k 有

úg k ú 2≤ 1- Ρ
1- 2. 2Ρ

(- g
T
k P k ) ,

故有

lim
k→∞

úg k ú 2≤ 1- Ρ
1- 2. 2Ρ

lim
k→∞

(- g
T
k P k ) = 0.

这与假设 (17)矛盾. 所以 (16)式成立,即
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lim
k→∞

infúg k ú= 0

定理2得证.
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Global Convergence of the Restarting Con jugate Grad ien t
A lgor ithm with a Genera l ized Curry L inesearch

J iao B aocong　　Chen L anp ing

(D ep t. of M ath. , Cap ital N o rm al U niversity, 100037)

Abstract

T h is paper p resen ts a new resta rt ing con juga te grad ien t a lgo rithm fo r uncon stra ined op2
t im iza t ion p rob lem : m inf (x ) , x∈R

n. T h is a lgo rithm u sed a genera lized Cu rry linesearch,

param eter Βk can be selected in a fin ite clo sed in terva l. E specia lly, it is a llow ed tha t Βk is neg2
a t ive. T he globa l convergence of th is a lgo rithm s is p roved under w eaker condit ion s.

Keywords　 resta rt ing con juga te grad ien t a lgo rithm , genera lized Cu rry linesearch, g loba l

convergence.
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