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关 于 Smale 一 个 猜 想 的 推 广
Ξ

沈　光　星
(杭州师范学院数学与应用研究所, 杭州310036)

摘　要　本文对 Sm ale S. 的一个猜想作了推广, 证明了对 P > 1, 文[ 2 ]中的定理1没

有“L p 形式”.
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1　引　言

1986年, Sm ale S. 在第20届国际数学家大会上, 作了题为《数值分析的复杂性问题》的大会

报告[ 1 ]
, 并为此撰写了专题论文[ 2 ]

, 该文第一节的定理1给出了“点估计”判据的一个重要不等

式: 对所有的 r≥0,

Α(r, 7 d )≤1,

其中

7 d (r) = ∑
d

i= 0

r
i, 　Α(z , f ) = Β(z , f ) õ Χ(z , f ) , 　Β(z , f ) = û f (z )

f ′(z ) û ,

Χ(z , f ) = m ax
1< k≤d

û f
(k ) (z ) ö[k ! f ′(z ) ]û

1
k- 1.

这个不等式是他提出的关于N ew ton 迭代收敛性新判据的基础[ 3 ]
, 也是他建立的求复多项式

零点的普遍收敛迭代法的基础[ 4 ]
, 他在节末说, 陈述该不等式的“定理1有一种‘L

2形式’, 但我

尚未将它解决. ”1992年, 我们在文[5 ]中已否定地解决了这个问题. 现在进一步要问, 定理1是

否有 p > 1的“L
p 形式”?即问题推广为: Α( r, 7 d ) ≤1是否对所有的 r≥0成立?这里 7 d ( r) =

[ ∑
d

i= 0
r

p i
]

1öp
, 而 p 是大于1的正数.

下面的结果回答了这一问题:

定理A　设 p > 2, 则对所有的 r> 0, 有

Α(r, 7 d ) >
1

2r
p.

所以对 p > 2, 当0< r≤2
- 1öp时,

Α(r, 7 d ) > 1.
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定理 B　设2≥p > 1, 则对所有的 r> 0, 有

Α(r, 7 d )≥p - 1
2r

p ,

其中等号当且仅当 d = 1时成立. 所以, 对2≥p > 1, 当0< r< (p - 1
2

) 1öp时,

Α(r, 7 d ) > 1.

由定理A , 定理B 可知, 对 p > 1, 定理1没有“L
p 形式”.

2　几个引理

记N =
△

{1, 2, 3, ⋯}.

下面的引理1, 引理2是不难得到的:

引理1　设 n∈N ∪{0}, p > 2, 则∑
n+ 1

i= 1
i (p i - 1) > ∑

n+ 1

i= 1
i[p (n + 1 - i) + 1 ].

引理 2　 设 n ∈N ∪ {0}, 2 ≥ p > 1, 则∑
n+ 1

i= 1

i (p i - 1) ≥ (p - 1)∑
n+ 1

i= 1

i (2n + 3 - 2i) , 其

中等号当且仅当 n = 0 时成立.

引理3　设 n∈N , d∈N ø{2}, d≤n≤2d - 1, 则

∑
d

i= n- d + 1
i[2 (n + 1 - 2i) + 2 ] ≤ (d + 1) (n - d + 1). (1)

　　证明　不难将 (1)式化简为 (2d - n) 3- 3d
2- 3nd - 8d + 3n

2+ 7n+ 3≥0, 令 S =
△

2d - n , 则

1≤S ≤d , 而上式可化为

3d
2 - 3 (3s - 2) d + s

3 + 3s
2 - 7s + 3 ≥ 0, (2)

若 s= 1, 2, 3, 则 (2)式分别简化为

3d (d - 1)≥0, 3 (d - 1) (d - 3)≥0, 3 (d - 3) (d - 4)≥0,

上面三个不等式, 对 d∈N ø{2}显然成立.

若 S ≥4, 因 (2)式左端是关于 d 的二次式, 其判别式为

∃ = - 3s (4s
2

- 15s + 8) < 0,

所以不等式 (2)成立.

引理4　设 d , n∈N , d≤n≤2d - 1, 则

∑
d

i= n- d + 1
i (n + 1 - 2i) ≤ 0. (3)

　　证明　因不难将 (3)式化简为

(2d - n) (1- 2d + n) (1+ 2d - n)≤0,

所以 (3)式显然.

由引理3和引理4立即可得:

引理5　设 P > 2, n∈N , d∈N ø{2}, d≤n≤2d - 1, 则

∑
d

i= n- d + 1
i[p (n + 1 - 2i) + 2 ] ≤ (d + 1) (n - d + 1).
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　　引理6　设2≥p > 1, n∈N , d∈N ø{2}, d≤n≤2d - 1, 则

　　 ∑
d

i= n- d + 1
i[2 (p - 1) (n+ 1- 2i) + (p - 2) i+ p ]≤ (p - 1) (d + 1) (n- d + 1). (4)

证明　 (1)式两边分别乘 (p - 1)得

∑
d

i= n- d + 1
i[2 (p - 1) (n + 1 - 2i) + 2 (p - 1) ] ≤ (p - 1) (d + 1) (n - d + 1).

又因显知 (p - 2) ∑
d

i= n- d + 1
i ( i - 1) ≤ 0 , 上二个不等式相加立即得 (4)式.

引理7　设 d∈N , 而 p > 2, x > 0, 则

[∑
d

i= 1
i (p i - 1) x

i- 1
] [∑

d

i= 0
x

i
] > (p x - x + 1) [∑

d

i= 1
ix

i- 1
]

2
. (5)

　　证明　将 (5)式两端分别展开后, 不难化为

∑
2d - 1

n= 0
anx

n
> ∑

2d - 1

n= 0
bnx

n
, (6)

其中

an =
∑
n+ 1

i= 1
i (p i - 1) , 当 0 ≤ n ≤ d - 1,

∑
d

i= n- d + 1
i (p i - 1) , 当 d ≤ n ≤ 2d - 1;

(7)

bn =
∑
n+ 1

i= 1
i[p (n + 1 - i) + 1 ], 当 0 ≤ n ≤ d - 1,

- (d + 1) (n - d + 1) + ∑
d

i= n- d + 1
i[p (n + 1 - i) + 1 ], 当 d ≤ n ≤ 2d - 1.

当 d = 2, (6) 式变为 (p - 1) + (5p - 3) x + (5p - 3) x
2+ (4p - 2) x

3> 1+ (p + 3) x + 4p x
2+ (4p

- 4) x
3, 即

(p - 2) + (4p - 6) x + (p - 3) x 2 + 2x 3 > 0. (8)

若 p≥3, (8)式显然成立; 若3> p > 2, 虽然 x
2的系数为负, 但因判别式

∃= (p - 3) 2- 8 (4p - 6) = p
2- 38p + 57≈ (p - 36. 43559577) (p - 1. 56440423) < 0,

所以 (8)式也成立.

当 d∈N ø{2}, 由引理1, 引理5可知

an> bn , 　若0≤n≤d - 1,

an≥bn , 　若 d≤n≤2d - 1.

所以 (6)式成立.

引理8　设 d∈N , 而2≥p > 1, x > 0, 则

[∑
d

i= 1

i (p i - 1) x i- 1 ] [∑
d

i= 0

x
i ] ≥ (p - 1) (1 + x ) [∑

d

i= 1

ix
i- 1 ]2, (9)

其中等号当且仅当 d = 1时成立.

证明　将 (9)式两端分别展开后, 不难化为

∑
2d - 1

n= 0
anx

n ≥∑
2d - 1

n= 0
cnx

n
, (10)
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其中

　cn=

(p - 1)∑
n+ 1

i= 1
i (2n+ 3- 2i) , 当0≤n≤d - 1,

- (p - 1) (d + 1) (n- d + 1) + (p - 1) ∑
d

i= n- d + 1
i (2n+ 3- 2i) , 当 d≤n≤2d - 1;

,

而 an 如 (7)式所示.

当 d = 1, (10)式变为 (p - 1) (1+ x )≥ (p - 1) (1+ x ) , 上式显然等号成立.

当 d = 2, (10)式变为

2x + (5 - 3p ) x 2 + 2x 3 ≥ 0. (11)

若1< p < 5ö3, (11)式显然成立, 而且不等号是严格的.

若5ö3≤p < 2, 由于判别式

∃= (5- 3p ) 2- 16= 3 (1- 3p ) (3- p ) < 0,

所以 (11)式也显然成立, 而且不等号是严格的.

当 d∈N ø{1, 2}, 由引理2, 引理6知

an> cn , 　若1≤n≤d - 1,

an≥cn , 　若 d≤n≤2d - 1.

所以 (10)式成立, 而且不等号是严格的.

3　定理的证明

定理A 的证明　首先, 考虑 lim d = ∞, 这时, 7 ∞ (r) =
△

7 (r) = (1- r
p ) 1öp

, 因而

7 ′(r) = r
p - 1 (1- r

p )
- (p + 1) öp

, 　7 ″(r) = (2r
p
+ p - 1) (1- r

p ) - (2p + 1) öp
, r

p - 2
,

Β(r, 7 ) = û1- r
p ûõr

1- p
, 　Χ(r, 7 )≥ (2r

p
+ p - 1) ö(2rû1- r

p û ) ,

所以

Α(r, 7 ) ≥ 1 + 1ö2r
p

+ (p - 2) ö2r
p
, (12)

可见, 在这极限情况下, Α(r, 7 )大于1, 也大于1ö2r
p.

然后, 考虑 d∈N , 经计算得到

7 ′
d (r) = [∑

d

i= 1
ir

p i- 1
] [∑

d

i= 0
r

p i
]

(1- p ) öp ,

7 ″
d (r) = {[∑

d

i= 1

i (p i - 1) r
p i- 2 ] [∑

d

i= 0

r
p i ] + (1 - p ) [∑

d

i= 1

ir
p i- 1 ]2}[∑

d

i= 0

r
p i ]

(1- 2p ) öp ,

所以

Α(r, 7 d )≥[7 ′
d (r)õ7 ″

d (r) ]ö{2[7 ′
d (r) ]

2
}= [Q (r

p ) öR (r
p ) ]ö2r

p
, (13)

这里

R (x ) =
△

[∑
d

i= 1

ix
i- 1 ]2,

Q (x ) =
△

[∑
d

i= 1
i (p i - 1) x

i- 1
] [∑

d

i= 0
x

i
] + (1 - p ) x R (x ).
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因由引理7知Q (r
p ) > R (r

p ) , 所以对所有的 r> 0, 有 Α(r, 7 d ) > 1ö2r
p
.

定理 B 的证明　与定理A 的证明相类似, 只是这时 (12)式变为

Α(r, 7 )≥1+ (p - 1) ö2r
p
,

(13)式变为

Α(r, 7 d )≥[ (p - 1) ö2r
p ] [T (r

p ) öR (r
p ) ],

这里

R (x ) =
△

[∑
d

i= 1
ix

i- 1
]

2
,

T (x ) =
△

[1ö(p - 1) ] [∑
d

i= 1
i (p i - 1) x

i- 1
] [∑

d

i= 0
x

i
] - x R (x ).

再由引理8知 T (r
p )≥R (r

p ). 而等号当且仅当 d = 1时成立, 所以, 对所有的 r> 0, 有

Α(r, 7 d )≥ (p - 1) ö2r
p ,

其中等号当且仅当 d = 1时成立.
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On the Genera l iza tion of a Hypothesis of Smale

S hen Guang x ing
( Inst of M ath. & A pp l. , H angzhou T eachers′Co llege, 310036)

Abstract

W e genera lize a hypo thesis of Sm ale and show tha t T heo rem 1 of [2 ] has no t“L
p

fo rm ”

fo r p > 1.

Keywords　po in t est im ate, inequality, L p fo rm.
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