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有限可换主理想环上广义模理论 T (Q )的模型可归约性
Ξ

薛　　锐
(北京师范大学数学系, 100875)

摘　要　本文在对两个模型定义了 Α, Β, n2扩充的基础上, 利用广义 Eh renfeuch t

Gam e 理论证明了T (Q ) 的模型可归约性, 从而得到: 对无限基数Α, Β, (Α≥Β> Τ 0) , 对于模型

¡ 4 ΑT R (Q ) 则存在模型 ¢ 4 ΒT R (Q ) 使得 ¡Α≡Β¢ ; 以及任意自然数 m > 0, 存在模型

≤ 4 Τ 0T R (Q ) , 使得¡Α≡
m

Τ 0≤ .

关键词　局部同构, A , B , n2初等等价, A 2可满足, Eh renfeuch t Gam e.

分类号　AM S (1991) 03CöCCL O 141. 1

R 是有限可换主理想环, 语言L = {+ ,õ, 1, = , fΚ}, 其中 Κ∈R , fΚ是一元函数, R 2模理论

T R 的公理为模公理.

令L (Q ) 为L 中加入Q 2量词而得的语言, L (Q ) 的合式公式依照通常意义的构成, 对

于任意基数 Α, 关于L (Q )的 Α2满足: 是把Q 解释为“存在至少 Α多个元素⋯”, 一般用4 Α代

表 Α2满足.

对于L (Q )的两个模型¡, ¢ , 以及 a i∈ ¡ , b i∈ ¢ , i= 1, 2, ⋯, n. g: a i∴b i 是m od〈a1,

a2, ⋯, an〉到m od〈b1, b2, ⋯, bn〉的局部同构, 建立下面的

定义1　利用归纳法定义〈a i, b i〉, ( i∈{1, 2, ⋯, k})的一个 Α, Β, n2扩充, 其中 Α, Β是两个任

意基数.

假设〈a i, b i〉, ( i∈{1, 2, ⋯, k})的一个 Α, Β, n2扩充已有定义, # 是一个序列集, 其中序列的

长度均为 n+ 1. 如果 # 满足下面 (a) , (b) 的条件, 则 # 为〈a i, b i〉, (1≤i≤k) 的一个 Α, Β, n+ 12
扩充.

(a) 　# 中任意序列的前 k 对元素为〈a i, b i〉, (1≤i≤k) , 存在〈a i, b i〉, (1≤i≤k) 的一个

Α, Β, n2扩充 # , 使得 # 中任意序列的长度为 n 的节段都在 # 中.

(b) 　设 # 1,〈a i, b i〉, i= 1, 2, ⋯, 是 # 的一个子集, 取每个序列的长度为 n 的前节是〈a i,

b i〉, i= 1, 2, ⋯, n. 对任意非空的 # 1, 存在一个函数簇 F, 满足:

①　Π f∈F, fϕ ( ¡ ∪ ¢ )× ( ¡ ∪ ¢ )且 f (x)∈ ¢ Ζ x∈ ¡ ;

②　对于 ¡ 的任意子集A ′, 若ûA ′û= Α, 则ϖ f∈F, 使得û f (A ′) û= Β;

③　对于 ¢ 的任意子集B′, 若ûB′û= Β, 则ϖ g∈F 及A ′Α ¡ 使得

ûA ′û= Α及 g (A ′) Α B′.
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④　对于任意 f∈F, an+ 1∈ ¡ , bn+ 1∈ ¢ , 使得 bn+ 1= f (an+ 1) 或 an+ 1= f (bn+ 1) , 则 a i

∴ b i, i= 1, 2, ⋯, n+ 1是局部同构且序列〈a i, b i〉, ( i= 1, 2, ⋯, n+ 1) 在 # 中, 而且 # 恰包含所

有这样得到的序列.

如果 ¡, ¢ 是L (Q )的两个模型, 对任意语句 Υ∈L (Q ) , ¡4 ΑΥ Ζ ¢ 4 ΒΥ, 则记为 ¡Α

≡Β¢ .

由 [ 4 ]知道, 对于任意 Α2模型 ¡ 4 T Rp
(Q ) 则 ¡ = ©

r

i= 1
©
m i

1
R i, 其中 R i= R p öp iR p , p r = cha r

(R p ) , (1≤i≤r).

令A i= ©
m i

1
R i.

定义2　n j=

m j, 当m j< Τ 0, 　　　　　　　　　　　　

Τ 0, 当Τ 0≤m j< Α, 　　　 ( j= 1, 2, ⋯, r)

Β, 当m j= Α. 　　　　　　　　　　　　　
由于¡ 是 Α2模型, 从[1 ]可知不妨设û ¡ û= Α, 则一定存在 j, 使m j= Α, 因此存在 j, 使 n j=

Β.

定义3　令 ¢ = ©
r

j= 1
B j, 其中B j= ©

n j

1
R j.

调整A i 的顺序可得到A 1, A 2, ⋯, A k1 , A k1+ 1, ⋯, A k2 , A k2+ 1, ⋯, A r, 使得: A 1, ⋯, A k1每个

仅含有限多个直因子; A k1+ 1, ⋯, A k2每个仅含无限多个直因子, 且每个基数< Α; A k2+ 1, ⋯, A r

每个仅含 Α多个直因子.

定义4　 (1) 任意 x∈ ¡ , 说 x 具有
·
原

·
型 ( i, j, k) , i, j, k∈{0, 1}, 若 x= x1+ x2+ x3, 其中 x1

∈©
k1

1
A l, x2∈ ©

k2

k1+ 1
A l, x3∈ ©

r

k2+ 1
A l.

i=
0, 　当 x1= 0,

1, 　当 x1≠0;
　　j=

0, 　当 x2= 0,

1, 　当 x2≠0;
　　k=

0, 　当 x3= 0,

1, 　当 x3≠0.

(2) Π x∈ ¡ , a1, a2, ⋯, an∈ ¡ , o (x) = v, 且具有原型 ( i, j, k) , 设 x 关于 a1, a2, ⋯an 具有

型 (u, v, i, j, k) , 如果 p ux∈m od〈a1, ⋯, an〉, 且 p u- 1x | m od〈a1, ⋯, an〉.

设 ¡ 关于 a1, a2, ⋯, an 的型分类为:

Y1 ( ¡ ) , Y2 ( ¡ ) , ⋯Yq1
( ¡ ). (3 )

又令 g: a i∴b i 是m od〈a1, a2, ⋯an〉到m od〈b1, b2, ⋯bn〉的同构, 设若 ¢ 关于 b1, b2, ⋯, bn

的型分类为:

Y1 ( ¢ ) , Y2 ( ¢ ) , ⋯, Yq2
( ¢ ). (3 3 )

有如下的:

引理1　 (a) 设 x∈ ¡ , y∈ ¢ , 分别关于 a1, ⋯, an 和 b1, ⋯, bn 具有型 (u1, v1, i1, j1, k 1) 和

(u2, v2, i2, j2, k 2) , 则m od〈a1, ⋯, an , x〉与m od〈b1, ⋯, bn , y〉在映射: g (a i) = b i, g (x) = y 下同构

的充要条件为 u1= u2, v1= v2.

(b) 　对任意 x∈ ¡ 关于 a1, ⋯, an 具有型 (u, v, i, j, k, ) , 则存在 y∈ ¢ 关于 b1, ⋯, bn 具

有型 (u, v, i, j, k).
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证明　 (a)“] ”由同构性质, 知 o (x) = o (y) , 即 v1= v2. 同理 p ux∈m od〈a1, ⋯an〉当且

仅当 p uy∈m od〈b1, ⋯, bn〉, 故也有 u1= u2.

“α ”, 由 u1= u2明显可得.

(b) 　①如果特殊的有 ¡ = ©
m l

1
R p , 对 a∈ ¡ , p ua∈m od〈a1, ⋯, an〉. 令 b= g (p ua) , 这时

¢ = ©
n l

R p 中一定有 b1∈ ¢ , 使 p ua= b1, 由 p ua 与 b 的阶数相同, 则 b1与 a 有相同的阶数.

②　对一般情况 ¡ = ©
r

A l, Π x∈ ¡ , 具有型〈u, v, i, j, k )〉, x= x1+ , ⋯+ x r, x l∈A l, l

= 1, 2⋯. r. x l 是型 (u l, v l, ll, jl, k l) 的元, 由①知B l= ©
n l

R i 中有型 (u l, v l, il, jl, k l) 的元 y l, 由 (a )

知, m od〈a1, ⋯, an , x1, ⋯, x r〉与m od〈b1, ⋯, bn , y1, ⋯, y r〉在映射

g1:
a i→b i, i= 1, 2, ⋯n,

x l→y l, l= 1, 2, ⋯r.

下同构, 因而 y i: a i→b i, x→y= y1+ y2+ ⋯+ y r 是m od〈a1, ⋯, an , x〉到m od〈b1, ⋯, bn , y〉

上同构, 再根据 (a) 知 : y 关于 b1, b2, ⋯, bn 具有型 (u, v, i, j, k).

由证明知 (b) 的逆命题也成立.

引理2　 (a) ¡ 中关于 a1, a2, ⋯, an 的型类个数与 ¢ 中关于 b1, b2, ⋯bn 的型类个数相同.

(b) ¡ 中型 (u, v, i, j, k)的基数为 Α, 当且仅当 ¢ 中 (u, v, i, j, k)型类具有基数 Β.
证明　 (a) 由引理1 (b) 可知 (3 ) , (3 3 ) 中 q2≥q1, 再由 (b) 的逆命题成立知 q2≤q1, 故

知 q1= q2.

(b) 　设 Y l ( ¡ )是型 (u, v, i, j, k)的类, 且ûY l ( ¡ ) û= Α, 故知 k= 1.

设若 c∈Y l ( ¡ ) , c= c1+ c2+ c3其中 c1∈©
k1

i= 1
A i, c2∈ ©

k2

k1+ 1
A i, c3∈ ©

r

k2+ 1
A i, 由 k= 1, 可知 c3≠

1, 再由引理1 (b)知存在 d1, d2, d3, 使得 d1∈©
k1

i= 1
B i, d2∈ ©

k2

k1+ 1
B i, d3∈ ©

r

k2+ 1
B i, 且 d1, d2, d3分别与 c1,

c2, c3具有相同的型. 于是 d= d1+ d2+ d3与 c 具有相同的型.

设 c3的型为 (u′, v′, y′, j′, k′) , p u′c3∈m od〈a1, a2, ⋯, an〉, 令 e= g (p u′c3) ∈m od〈b1, b2,

⋯, bn〉, 可在 ©
r

k2+ 1
B i 中找到 d3使 p u′d3= e, o (d3) = v′, 即方程 px= e 在 ©

r

k2+ 1
Βi 中可解. 由[ 4 ]定理3

知©
Β

R i 中有 Β多个解 r1; px= r1在©
Β

R i 中有 Β多个解 r2; ⋯; px= ru′在©
Β

R i 中也有 Β多个解

ru′, 因此可取 Β多个 d3 | m od〈b1, ⋯b r〉, 即存在 Β多个 d 与 c 具有相同的型, 亦即ûY l ( ¢ ) û=

Β.
有了上述的准备, 可以证明本文主要定理如下:

定理3　设 Α, Β是两个无限基数, Α≥Β> Τ 0, 则对任意 Α2模型 ¡, ¡ 4 ΑT Rp
(Q ) , 则一定存

在 Β2模型 ¢ , ¢ 4 ΒT Rp (Q )使得 ¡Α≡Β ¢ .

证明　由 [ 1 ]知, 可以假设û ¡ û = Α, 利用上述讨论, 可以找到相应的 ¢ , 且 ¢ 4 ΒT Rp

(Q ) , 下面证明 ¡Α≡Β¢ .

下面构造函数类 F, 使其满足定义1. 令映射 f i: Y i ( ¡ )→Y i ( ¢ )使其满足:

若 a∈m od〈a1, a2, ⋯, an〉, 则 f i (a) = g (a)∈m od〈b1, ⋯, bn〉.
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f÷ = ∪
q

i= 1
f i, F 1÷ = {fû f 如定义, f i 跑遍所有可能的映射}. g i 是 Y i ( ¢ ) →Y i ( ¡ ) 映射满

足: 若 b∈m od〈b1, b2, ⋯, bn〉, 则令

h÷= ∪
q

i= 1
g i, 　F÷= {f∪hû f∈F 1}.

下面证明 F 满足我们的要求:

1°　定义1 (b) 中①被满足, 这由定义可知;

2°　设A ′Α ¡ , ûA ′û= Α, 由 F 1的定义知ϖ f1∈F, 使û f1 (Y i ( ¡ ) ∩A ′) û= Β. 故存在 f= f1

∪h∈F 使ûf (A ′) û= Β;

3°　设B′Α ¢ , ûB′û= Β, 则存在 Y j ( ¢ ) , 使ûY j ( ¢ )∩ ¢ ′û= Β. ] 存在 f j∈F 1, 使 f j (Y j (

¡ ) ) Α B′∩Y j ( ¢ ). 因而存在 f∈F, 使 f (Y j ( ¡ ) ) Α ¢ ′;

4°　由引理1 (a) 可直接证明定义 1 (b) ④被满足.

由1°～ 4°知 F 是满足定义1 (b) 的函数簇. 由[ 4 ]可知 ¡, ¢ 为 Α, Β, n+ 12局部同构, 再由 n

的任意性知:

¡Α≡Β¢ . 定理得证.

定理4　如果存在 ¡, ¡ 4 ΑT R (Q ) , 则存在 ¢ 4 ΒT R (Q ) , 满足 ¡ Α≡Β¢ . 其中 ¡ , ¢ 为

L (Q )的结构.

证明　由[2 ], [ 4 ]及定理3可立即得到.

在上述定理的讨论中, 限定了无限基数 Α, Β是大于Τ 0的情形, 对于Τ 0的情形有如下结果:

定理5　对于任意自然数m > 0 , T Rp
(Q ) 的任意 Α2模型 ¡ , Α> Τ 0, 则存在Τ 0- 模型 ¢ ,

使 ¡Α≡
m

Β¢ .

证明　对应于题设中的 ¡ , 定义 ¢ , 类似于上述讨论, 设û ¡ û= Α, ¡ = ©
r

A i,A i= ©
m i

R i,

在定义2中可以定义 n j 如下:

n j=

m j, 　　 当m i≤m , 　　　　　　　　　　　　

m i+ 1, 当m < m i< Α, 　　　 ( i= 1, 2, ⋯, r)

Τ 0, 　　 当m i= Α. 　　　　　　　　　　　　

定义 ¢ ÷= ©
r

B i, B i= ©
n i

R j, 可见有 ¢ 4 T Rp
(Q )且û ¢ û= Τ 0, 对 n≤m 进行归纳, 证明¡

, ¢ 是 Α, Τ 0, n2局部同构, 证明类似于上述定理3 (略去) , 再利用[4 ]可得到 ¡Α≡
m

Β¢ .

定理6　对m > 0, ¡ 4 T R (Q ) , 则存在 ¢ , 使 ¢ 4 Τ 0T R (Q ) , 使 ¡Α≡
m

Τ 0¢ .

由定理 5, [4 ], 可以立得.

定理7　 Α为无限基数, 设 T R (Α) = {ΥûΥ是L (Q ) 中的语句, 满足若 ¡ 4 ΑT R (Q ) 则 ¡
4 ΑΥ}, 则 T R (Α) = T R (Τ 0).

证明　由 [ 2 ], 有一般结论, T R (Α) Α T R (Τ 0). 如果 T R (Α) ≠T R (Τ 0) , 则存在语句 Υ∈

L (Q ) , Υ∈T R (Τ 0) , Υ| T (Α) , 设Υ具有前束形, 有m 个量词, 则存在T R (Q )的模¡, 使得¡
4 ΑΥ, 由定理 6, 可找到 ¢ , 使得 ¢ 4 Τ 0T R (Q ) , 并且满足 ¡ Α≡

m

Τ 0 ¢ , 即 ¢ 4 Τ 0Υ, 说明 Υ |

T R (Τ 0) , 产生矛盾. 因此 T R (Q ) Β T R (Τ 0) , 亦即有 T R (Α) = T R (Τ 0).
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M odel Reduc ib il ity of Genera l ized FCP IR-M odules
Theory T (Q )

X ue R u i
(D ep t. of M ath. , Beijing N o rm al U niversity, 100875)

Abstract

W e deal w ith the m odel reducib ility of the genera lized theo ry T (Q ) of m odu les on

FCP IR , fin itely comm un ta t ive p rincip le idea l ring. By Eh renfeuch t Gam es M ethod w e con2
f irm ed tha t the m odel of T (Q ) is reducib le. T hat is, fo r infin ite card ina lit ies Α, Βw ith ΑΦ Β
< Τ 0 , and a Α2m odel ¡, there ex ists a Β2m odel ¢ s. t. ¡Α≡Β¢ ; and fu rther, fo r a na tu re

num ber m > 0 , there ex ists a Τ 02m odel ≤ , s. t. ¡Α≡
m

Τ 0≤.

Keywords　part ia l isom o rph ism , Α, Β, n2ex ten sion, Α2 sa t isf iab le, Eh renfeuch t Gam e.
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